ЧАСТЬ 2-я

— А что такое пифагоровы числа? — спросил Илюша.

— Неужели ты не знаешь? — удивился Радикс, — это очень... Тссс! — вдруг сказал он, сделав серьезное лицо.— По​стой-ка... Ты ничего не слышишь?

Илюша прислушался и услыхал какие-то довольно медлен​ные, ровные и тихие шаги.

— Кто-то идет сюда, — сказал он.

— Тише, тише! — зашептал Радикс. — Давай спрячемся. Ты сейчас увидишь замечательное зрелище. Только смотри — ни одного звука. Тссс!..

Илюша и Радикс быстро юркнули в темный угол. Тихие шаги медленно приближались. И они звучали так приятно и гармонично, что казалось, будто слушаешь удивительную му​зыку, которая становилась вся яснее. И вот из мглы показались какие-то стройные, высокие фигуры.

Одна за другой перед глазами удивленного Илюши выхо​дили из неопределенного тумана и двигались вперед высокие прекрасные женщины в легких одеждах, ниспадавших с их стройных фигур. Они смотрели куда-то вдаль, словно не заме​чая, что делается кругом, и странно улыбались, будто думая о чем-то, что только им одним известно. Илюша смотрел на них и думал, что эти женщины похожи на тех прекрасных мра​морных греческих богинь, которых он в прошлом году видел с папой в Московском музее изобразительных искусств на Волхонке.

— Какие красавицы! — прошептал Илюша. — А я-то думал, что у вас здесь только и есть страшилища, вроде Розамунды. {76}

— Тссс! — зашипел на него Радикс. — Говори потише. Впрочем, это, брат, такие важные особы, что они, конечно, нас с тобой заметить не могут.

Илюша снова посмотрел на медленно двигающихся строй​ных молодых женщин и заметил, что у первой на платье вы​ткана цифра «6», у другой — «28», у третьей — «496», у четвер​той — «8128». У следующих были, кажется, вытканы тоже ка​кие-то числа, но этого Илюша не мог разобрать.

— Да кто же они такие?

— Тссс!..  — прошипел Радикс. — Говори потише... Это — Совершенства. {77}
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Схолия Шестая,

благодаря которой читатель узнает очень простое правило, как из септиллиона, то есть из 1000 000 000 000 000 000 000 000 == 1024, отобрать восемь бесподобных красавиц, и так как это правило применялось с успехом в течение двух с лишним тысяч лет самыми рассудительными людьми, то на него вполне можно положиться. Однако приятные рассуждения на эту тему неожиданно прерываются появлением довольно солидной осо​бы, которую было бы затруднительно осмотреть обычными средствами, поэтому наши путешественники отправляются за помощью к очень юркому, трудолюбивому и словоохотливому маленькому народцу, и затем Илюша узнает немало неведо​мых ему до сей поры вещей по вопросу о четных и нечетных числах, их квадратах и о том, чем занимаются, с одной сто​роны, высшая арифметика, а с другой — разные бездельники.

Илюша поглядел на Радикса недоверчиво и спросил:

— То есть как — Совершенства?

— Тише! Тише! — сказал Радикс. — Впрочем, они уже удаляются. Эти удивительные существа суть совершенные числа великого Евклида...

— Это тот ученый грек, который написал «Начала», про геометрию?

— Он самый, а случилось это за три века до нашей эры. Поистине это был великий человек, — ответил очень серьезно {78} Радикс.— «Совершенство же этих чисел заключается в том, что каждое из них равняется сумме своих делителей, разумеет​ся исключая его самого. Например, число «шесть». Его дели​тели — 1, 2 и 3. Сложи и опять получишь шесть. Или число «двадцать восемь». Его делители — 1, 2, 4, 7 и 14. Сложи их, и снова получается двадцать восемь. Следующее число бу​дет 496, и оно опять-таки равно сумме своих делителей — 1, 2, 4, 8, 16, 31, 62, 124 и 248. Совершенно так же и с числом 8218, что ты и сам можешь легко проверить.

— И много этих чисел? — спросил Илюша.

— Если по натуральному ряду чисел добраться до десяти в двадцать четвертой степени...

— Это будет, значит единица с двадцатью четырьмя нуля​ми! А как называется такое громадное число?

— Оно называется септиллион. Это будет девятый класс чисел: единицы, тысячи, миллионы, биллионы, триллио​ны, квадриллионы, квинтиллионы, секстиллионы и, наконец, вот эти септиллионы. Так вот, если до них добраться (а как ты сам понимаешь, это не так просто), то на всем этом про​тяжении чисел окажется всего-навсего восемь совершенных чисел. Они были найдены триста лет тому назад математиком Мерсенном. Еще Евклид дал общую формулу этих чисел, ко​торая, разумеется, была выведена из наблюдений над ними. И все же формула выводится на основании общих соображе​ний. Формула очень простая. Но обращаться с ней тоже не очень просто. Вот она какова:

2n(2n+1 — 1).

При этом п может быть любым числом, однако выражение (2n+1—1) должно быть обязательно простым числом, то есть не иметь никаких делителей, кроме единицы и самого себя.

— Я знаю эти числа: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 и так далее. 1 {79}

— Ясно, — ответил Радикс. — Но если ты сам попробуешь применить эту формулу, то скоро убедишься, до чего это труд​ная задача. Я назвал тебе четыре совершенных числа. Для них в Евклидовой формуле n = 2, 3, 5 и 7. Если хочешь ознако​миться и с другими, то имей в виду, что для них число n, будет равняться 13, 17, 19 и 31. Восьмое число начинается с квин​тиллионов. Позже было найдено девятое совершенное число (для него n = 61), а затем — десятое, для которого n = 89. Для одиннадцатого n = 107. Для двенадцатого n = 127; в этом числе больше семидесяти пяти цифр. Ты заметил, что все ука​занные совершенные числа четные? Так вот, грече​ский математик Ямвлих говорит (и в правильности этого легко убедиться), что из всех четных чисел совершенными могут оказаться только те, которые подходят к формуле Евклида. Что формула Евклида дает в итоге четное число, это как будто ясно. Не правда ли?

— Мне тоже так кажется, — отвечал Илюша поразмыс​лив, — потому что первый множитель — это два в какой-то сте​пени, а степени двух все ведь четные?

— Да. И при этом никто никогда еще не мог найти ни одного нечетного совершенного числа. Однако, с другой сторо​ны, все-таки никому так и ни удалось доказать, что совершен​ное число не может быть нечетным... Сколько их? Тянутся ли они до бесконечности? Или на каком-либо обрываются? Никто сказать не может. В семнадцатом веке Антонио Катальди до​казал, что все совершенные числа, кроме «шести», можно пред​ставить формулой (9n + 1). Это верно, однако ничего особен​ного из этого не следует. В двадцатом веке пытались доказать о них хотя бы то, что они могут быть только четными. Однако удалось доказать только то, что нечетные совершенные числа, если, конечно, они существуют, должны делиться по крайней мере на пять различных простых чисел и должны быть чрез​вычайно велики.

— Да-а!.. — протянул Илюша. — Действительно, странная задача. А какой, собственно, толк от этих совершенных чисел? Мне кажется, что какое-нибудь квадратное уравнение гораздо полезнее. При его помощи решаются разные задачи, которые нужны в физике или в технике, ну и в геометрии тоже. Ни химики, ни инженеры, ни астрономы в этих совершенных числах, по-моему, не нуждаются. Они, конечно, очень краси​вые, эти Совершенства, но только... мне показалось, немнож​ко похожи на кукол. А что с куклами делать? Поиграть да и бросить. И они молчат. Ты вот говоришь со мной, а они нет. Я не понимаю, зачем ими заниматься. Не все ли равно, четные они или нет? Ведь с их помощью плотину не выстроишь, само​лет не сделаешь? {80}

— Конечно, — сказал Радикс, — ими сейчас вряд ли кто за​нимается, но, видишь ли, так рассуждать тоже нельзя, хотя с первого взгляда кажется, что ты совершенно прав и твое рассуждение тоже в своем роде совершенство. Однако... (АЛ-I, IX).

В эту минуту Радикс чуть было не свалился наземь, потому что откуда-то сбоку подул сильный ветер.

— У-у! — сказал Радикс, причем на его лице изобразилось нечто очень почтительное.

Снова завыл сильный ветер, и наши собеседники вынужде​ны были забиться в угол, чтобы их не унесло. Илюша всмо​трелся в ту сторону, откуда дул ветер (а надо сказать, кстати, что он дул как раз с той стороны, откуда появились эти со​вершенные красавицы), и различил, что на громадном расстоя​нии от него двигалось что-то очень большое. Это было нечто вроде облака, вернее, это был левый край облака, и довольно правильно закругленный. Двигаясь, это облако колыхалось толчками, и, по-видимому, от этого-то и возникал такой ветер. Когда же Илюша поднял глаза, то увидел, что облако и в вы​шину тянется так далеко, что не поймешь, где у него конец. А ветер все гудел так громко, что Илюше стало даже страшно. Эта громадина быстро приближалась.

— Тебе повезло! — крикнул ему Радикс изо всех сил в са​мое ухо, ибо свист ветра не давал говорить.— Но только от​сюда ничего не увидишь. Бери меня за руку. Ты увидишь, ка​кие могучие прыжки могу я совершать. А этот страшный вихрь будет дуть нам в спину и помогать двигаться.

— Бежать, конечно, надо, — сказал ему Илюша, тоже крича во всю глотку. — А то еще раздавит!

— Ничего! — отвечал Радикс. — Мы сейчас добежим до Ле​жандровой горы, где у нас выстроена замечательная консиде​ратория, и оттуда кое-что увидим.

Радикс схватил Илюшу за руку и прыгнул. Они оба взле​тели вверх, порыв ветра подхватил их, и они пронеслись по крайней мере километров пять, и при этом довольно скоро.

— Вот это прыжок!— самодовольно произнес Радикс, опу​скаясь на землю. — Так не всякий прыгнет. Ну-ка еще раз! И они снова взлетели.

— А что такое консидератория? — спросил Илюша на лету.

— Ну, это, — отвечал Радикс, снова опускаясь на землю,— вроде обсерватории, только в обсерватории наблюдают, а в кон​сидератории рассматривают.

На этот раз они пролетели не так далеко, так как ветер на этом расстоянии был значительно слабее.

И они прыгнули еще раз.

— А там есть телескопы? — спросил Илюша. {81}
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— Нет. Зачем там телескопы? Там куммерскопы.

— Куммерскопы? — повторил Илюша. — А это еще что за штуки?

— Ну, как телескопы — аппараты для наблюдения, так куммерскопы — аппараты для рассмотрения. Между прочим, там ты увидишь очень много моих детей.

— Разве у тебя есть дети?

— И немало! — отвечал самодовольно Радикс. — Один фи​лософ назвал их «чудовищами идеального мира», но это сущий вздор, потому что все мои ребятишки очень трудолюбивые и в высшей степени полезные существа.

В продолжение этого разговора они постепенно приблизи​лись к красивой горе, на которой возвышалась странной фор​мы башня. Очевидно, это и была консидератория. Перед баш​ней стоял большой обелиск, на основании которого были на​писаны три цифры — 3, 5 и 7, окруженные лавровым венком. Когда наши путешественники подошли к дверям башни, Илюша увидел, что над этими дверями в два ряда написаны цифры: сперва — 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, а потом — 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 и 97. Цифры эти были высе-{82}чены на громадной цельной плите из красивого синевато-зеле​но-серого камня нефрита и немного светились удивительно приятным, чуть-чуть розовым огнем. При этом цифры 37, 59 и 67 горели более ярко, чем остальные. Вокруг башни было тихо, и только легкие порывы ветра, достигавшие наших путников, давали им понять, что тот колосс, от которого они ускакали, все еще движется в том же направлении.  На дверях башни был вырезан сложный орнамент, где Илюша увидел массу корней разных степеней, и все они из​влекались почему-то из единицы.

Тут они вошли в здание, и к ним немедленно подлетел ка​кой-то крохотный человечек, личико которого было чрезвычай​но странно устроено. Слева это было лицо как лицо, но правая сторона была до того неопределенная, что когда Илюша смо​трел на правую половину лица этого человечка, никак не мог понять, есть ли у него эта правая половина или нет.

— Дорогой папенька! — воскликнул человечек, бросаясь к Радиксу.

Радикс приветливо улыбнулся и сказал человечку:

— Позволь тебе представить одного любознательного юно​шу, с которым мы сюда зашли на минуточку посмотреть в куммерскоп. Он, видишь ли, осматривает наш мир...

Тут Радикс прошептал что-то человечку на ухо, но что, Илюша разобрать не мог. Человечек быстро закивал головкой.

— Очень-очень рад, милейший Илюша! — сказал он, пожи​мая мальчику руку. — Позвольте, кстати, представиться: я — комплексное число. Мое имя Мнимий Радиксович. Мы, конеч​но, с вами встречались. Узнаете?

— Конечно, я вас знаю. Вы получаетесь из квадратного уравнения, когда под корнем оказывается отрицательное чис​ло. Слева у вас вещественное число и справа — мнимое.

— Совершенно справедливо! — воскликнул в восторге Мни​мий Радиксович. — Именно таким образом, при помощи моего уважаемого папеньки, квадратного корня, я и получаюсь. По​этому меня и зовут Мнимий. Некоторые думают, что я что-то загадочное и несуществующее, но вы, конечно, этого не ду​маете, да это и трудно думать, видя меня перед собой воочию!

— Я не буду вам все показывать, — сказал Мнимий Радик​сович, — ибо у нас есть здесь аппараты и более сложные, чем куммерскоп, но они требуют не объяснений и даже не лекций, а нескольких годов изучения. Я проведу вас наверх; оттуда в люк вы сможете увидеть общий вид куммерскопа. А потом я отведу вас к экрану. При помощи нашего экрана вы сможете обозреть Великую в доступных нам пределах. А затем я вас сведу в музей, где есть несколько простеньких старинных мо​делей, доступных почти всякому. {83}
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Радикс и Илюша, разумеется, не стали спорить. Они остановились перед маленькой дверью, и через минуту лифт унес их на самый верх высокой башни.

— Пожалуйте! — сказал  Мнимий Радиксович.

Все трое осторожно подошли к не​большому балкончику, откуда откры​вался вид в глубь башни. Все внизу было залито ярким светом. Бесчислен​ное множество комплексных человеч​ков суетилось там, как муравьи на му​равейнике. Бесшумно и неопределенно поворачивались   какие-то громадные круги, какие-то знаки появлялись и ис​чезали в воздухе. Непрестанно проплы​вали в разных направлениях стрелки. Они появлялись, поворачивались, удлинялись, отражались в громадных зеркалах и исчезали. Несколько бледных фигур легкими движениями рук управляли всей этой сложной и беззвучной суетой. В этом непрерывном, очень быстром, но четком движении была ка​кая-то строгая правильность. Илюша смотрел затаив дыхание.

— Ну, идемте,— шепнул им Мнимий Радиксович.— Тут ведь идет настолько тонкая работа, что даже наше безмолвное присутствие может ей помешать. Пойдемте к экрану. Он на​ходится в зале Трех Великих Знаков.

Они обошли балкончик и подошли к тяжелым, литым брон​зовым дверям, на каждой из которых среди множества узор​ных украшений были изображены буквы е, (, i. Гости проник​ли в самую верхнюю часть башни. Это был громадный сумрач​ный зал со сводчатым потолком. В глубине стояла огромная пустая рама, а неподалеку от двери — несколько кресел.

— Присаживайтесь! Сейчас я приведу экран в действие. А когда он начнет работать, то вы простым движением руки сможете его поворачивать, куда вам будет удобно.

Свет в зале потух. Громадная пустая рама заполнилась мягким светом. Это и был экран.

— Сейчас, — крикнул откуда-то из глубины Мнимий Ра​диксович, — сейчас увидите! А когда увидите,  тогда уже управляйте сами. Правой рукой. Это очень просто.

Желтоватое сияние на громадном экране начало местами бледнеть, местами разгораться, и тут Илюша стал постепенно разбирать на нем несколько неопределенные формы того ко​лоссального существа, от которого они недавно так поспешно ускакали. Понемногу эти формы становились яснее. Илюша {84} двинул рукой влево, и изображение переместилось. Тут он ясно увидел тот левый край этого колосса, который он только что видел своими собственными глазами. Теперь ему показа​лось, что это край платья. Он начал двигать изображение в другую сторону. Край платья, легко колыхаясь, все двигался и двигался, а конца не видно было. Наконец Илюша заметил какую-то неясную тень громадных размеров, которая мелькну​ла на экране, напомнив своей формой ногу, обутую в красивую туфлю странного, очень старинного фасона. Затем, все время передвигая экран, чтобы наконец дойти до правого края фи​гуры, Илюша рассмотрел и другую ногу, которая тоже мель​кнула и быстро исчезла. Наконец Илюша добрался и до пра​вого края фигуры.

— Каково же расстояние от одного края до другого? — роб​ко спросил Илюша.

— В точности это вам никто сказать не может, — услыхал он в ответ.

Поднимая экран, Илюша наконец разобрал кое-как, что перед ним, по видимому, необозримо громадная фигура жен​щины в старинном платье; он еле-еле мог рассмотреть ее до пояса. Далее шли облака и тучи, сквозь которые ничего не было видно.

— Это какая-то невероятная великанша! — воскликнул Илюша. {85}
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— Так ведь она так и называется,— отвечал ему Мнимий.— Перед вами Великая Теорема Фермá, одного из величайших математиков мира, жившего в семнадцатом веке. Скоро прой​дет три столетия, как он высказал ее, и до сих пор наука еще не нашла ее доказательства, а с другой стороны, и не смогла показать, что эта теорема несправедлива. Проблема эта до та​кой степени громадна и необъятна, что, как вы сами могли убедиться, нет возможности осмотреть ее целиком. Даже наши исключительно мощные аппараты могут показать вам только часть того, что есть на самом деле. Идемте в музей.

И все они спустились на лифте и вошли в широкую ком​нату, где по стенам висели различные чертежи и формулы.

— Ну вот, — сказал проводник наших героев, — номер пер​вый. Позвольте вам представить. Вот сама теорема. Рассказать ее — минутное дело. Надо доказать, что если взять вот такую сумму:

an + bn = сn,

причем показатель n равняется любому целому положитель​ному числу больше двух, то невозможно отыскать три таких целых положительных числа, которые удовлетворяли бы этому равенству. Другими словами, только сумма двух квадратов может быть тоже квадратом. Это так называемые вавилонские, или пифагоровы, числа, без сомнения вам из​вестные.

— Да-да... — сказал несколько растерянно Илюша.

— Ну! — произнес Мнимий Радиксович, видя его затруд​нение. — Ну, например, три в квадрате плюс четыре в квадра​те — это будет пять в квадрате. Девять плюс шестнадцать будет двадцать пять.

— А! — вспомнил Илюша. — Это по пифагоровой теореме! Сумма квадратов катетов равняется квадрату гипотенузы в целых числах. Так ведь это очень просто!

— Разумеется, — отвечал Мнимий, — это несложно. Но если сумма двух квадратов может быть квадратом, то уж сум​ма двух кубов не может быть кубом. И вообще ни одна сте​пень, кроме второй, не годится. Это еще никому не удавалось опровергнуть. Наоборот, чем дальше идут наши работы, тем больше мы убеждаемся, что это справедливо. Но дело в том, что надо доказать, что это так. Доказать не для отдель​ного случая, а вообще, то есть для любого случая. И вот до сих пор, несмотря на все труды, это не удавалось. Заметьте, в постановке задачи ничего трудного нет, это любому грамот​ному человеку можно рассказать. А доказать, что эта задача не решается, все-таки пока еще невозможно.

Комплексный человечек перешел к другой формуле. {86}

— Ну вот, позвольте теперь дать вам некоторые указания об пифагоровых числах. То есть о сумме квадратов. Начнем с того, что мы будем рассматривать всегда три таких числа, чтобы никакие два из них не имели общих делителей. Нам ведь нет смысла рассматривать равенства, вроде вот такого:

62 + 82 = 102,

потому что такое равенство можно сократить на 22, и тогда мы придем к тому, с чего начали, то есть к равенству

32 + 42 = 52.

А с другой стороны, поскольку это сумма, то если какая-ни​будь пара чисел делится на некоторое число, то и третье на него делится. Следовательно, нам нет смысла рассматривать такие случаи. Ясно?

— Ясно, ответил Илюша.

— Прекрасно,  отвечал терпеливый лектор.— Теперь да​лее. Вы видите, что если взять «три» и «четыре», то одно из этих чисел четное, а другое — нечетное. Может ли быть ина​че? Очевидно, нет. Потому что если бы оба эти числа были четные, то у них был бы общий делитель «два», а мы только что выяснили, что это нам не подходит. Теперь: могут ли оба эти числа быть нечетными? Нет, потому что тогда сумма их квадратов должна была бы быть четным числом. Это очень просто проверить. Возьмем два нечетных числа, возведем их порознь в квадрат, а эти квадраты сложим:

(2m + 1)2 + (2n + 1)2 = 4m2 + 4m + 1 + 4n2+4n + 1 =  4(m2 + n2) + 4(m + n) +2 = 2[2(m2 +n2) + 2(m + n) +1].
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Ясно, что наша сумма есть четное число. Однако если ква​драт какого-нибудь числа есть число четное, то само число и подавно четное. Если же это так, то наша сумма должна де​литься без остатка на четыре, ибо всякое четное число можно написать в виде 2n, откуда квадрат его есть 4n2, и он, очевид​но, делится на четыре. Попробуем теперь разделить на четыре нашу сумму квадратов двух нечетных чисел:

Ясно, что эта сумма на четыре не делится, и мы получаем в остатке «два». Следовательно, наше предположение ведет к противоречию. И два числа в правой части равенства не могут {87} быть оба нечетными. А так как мы видели, что они не могут быть и оба четными, то ясно, что одно из них четное, а дру​гое нечетное. Вы с этим согласны?

— Согласен, — отвечал внимательно слушавший Илюша.

— Теперь очевидно, что третье число должно быть также нечетным, ибо квадрат четного числа есть четное число, а ква​драт нечетного — нечетное. Ясно, что их сумма опять будет числом нечетным. Положим теперь для определенности, что z (сумма) будет нечетным числом, х (первое число) тоже не​четным, а у (второе) — четным. Тогда можно написать, что

у2 = z2 — х2 = (z— х) (z + х).

Отсюда ясно, что выражения (z—x) и (z+x) представляют собой снова четные числа, ибо они суть разности двух нечет​ных чисел. Следовательно, можно положить:

z + х = 2m; z — х = 2n,
а отсюда

z = m + n; х = m — n.
При этом m и n не имеют общих делителей, и они, как у нас говорят, разной четности, то есть одно из них четное число, а другое нечетное. Но если все это так, то тогда можно написать:

у2 = (z + х)(z — х) = 4mn
и отметить, что, очевидно, m и n суть квадраты. Ибо если бы m содержало какой-нибудь простой делитель в нечетной степени, то недостающий делитель должен был бы входить в n, а в n его не может быть, ибо m и n не имеют общих дели​телей. Но если это справедливо, то можно написать, что

m = р2; n = q2,
а отсюда окончательно получаем формулы для всех трех наших чисел:

х = р2 — q2; у = 2pq; z = р2 + q2.
Это и есть формулы пифагоровых троек. По этим формулам можно получать любое количество пифагоровых чисел. Напри​мер, если у нас р равно пяти, а q равняется четырем, то наши пифагоровы числа будут 40, 9 и 41. Проверим. Сорок в квадрате будет 1600, девять в квадрате — 81, а сорок один в квадрате — 1681. Все в порядке. Ясно? {88}

— Ясно, — скромно ответил Илюша, которому очень нра​вилась эта маленькая лекция.

— Конечно, если наши р и q будут оба нечетные, то наши индусские числа неизбежно будут иметь общий множитель, рав​ный двум. Проверьте, коли не поленитесь! Впрочем... Этими числами даже в древнем Вавилоне занимались! Сохранились таблетки с росписями.

Илюша тщательно проверил вычисления и убедился, что лектор прав.

— Теперь я скажу вам еще несколько слов о судьбе Ве​ликой Теоремы. Видите ли, это началось с того, что в семна​дцатом веке один из крупнейших математиков всех времен, Пьер Фермá, однажды, читая своего любимого автора — древ​него математика Диофанта, записал на полях этой книги свою теорему, о которой мы только что говорили. А записав ее, он добавил следующие слова: «Я нашел поистине удивительное доказательство этой теоремы, но на полях книги слишком мало места, и оно здесь не упишется». И вот с тех пор математики всего мира триста лет бьются и не могут найти это доказа​тельство. Один крупнейший математик, Леонард Эйлер, тот самый, кто впервые обозначил отношение окружности к диа​метру греческой буквой (, доказал, что для третьей и четвер​той степени теорема Фермá правильна. Но надо вам сказать, что уже для третьей степени его доказательство вводит поня​тия более сложные, чем те, которые были известны математи​кам во времена Фермá. В частности, он должен был в этом случае прибегнуть к нашей помощи, то есть к помощи ком​плексных чисел, частным случаем которых являются обыкно​венные числа. И мы ему, разумеется, в этом деле, как умели, помогли. Ведь если посмотреть на все это дело, как говорится, попросту, то легко можно сказать: зачем эти бедные ком​плексные чудачки возятся в этой башне с такими сложней​шими аппаратами? И все только для того, чтобы доказать, что некоторая задача не может быть решена? И триста лет мате​матики бьются над задачей, от которой никому ни тепло ни холодно! Но это не совсем так. Уже Леонард Эйлер должен был вводить для этой задачи новые числа, то есть расширять понятие числа. А это великое дело. Ибо когда построена новая система чисел, то она работает уже не только для этой задачи, а для всех математиков и для всех проблем. А когда за эту задачу взялся математик Куммер, по имени коего и наш главный аппарат, как вы знаете, называется куммерскопом, то он построил целую теорию, где было очень много нового. И при помощи этой новой теории он доказал нашу Великую Теорему сразу для всех тех показателей степени, которые вырезаны на камне над дверями нашей башни. Причем для трех чисел, {89} которые светятся над дверями особенно ярко, ему пришлось построить дополнительную теорию. Он расширил наши пред​ставления в области математики и дал нам совершенно новые аппараты, которые годятся для очень многих вопросов, в част​ности и для таких, которые задевают интересы инженеров и других практических деятелей. Я уже не говорю о том, что только благодаря Куммеру вы могли разглядеть на нашем экране Великую хотя бы по пояс. До Куммера можно было рассмотреть разве что бахрому ее мантильи, ибо теорема была доказана только для чисел 3, 5 и 7. В настоящее время теорема доказана вплоть до очень больших показателей степеней. Вычисления для этого понадобились не шуточные! Чтобы вы могли себе составить представление о том, с какими громад​ными числами в таком случае приходится иметь дело, укажу, что если возвести число «два» в степень «семьсот», то в ре​зультате мы получим число, в котором будет двести с лишком знаков, а если возвести «три» в ту же степень, получим число, в котором будет более трехсот знаков. Я слышал, как вы не​давно говорили, что септиллион кажется вам довольно внуши​тельным числом, а ведь в нем всего-навсего только двадцать пять знаков! Вопросами такого рода занимается высшая арифметика, которая называется теорией чисел. Иссле​дования в этой области раскрывают очень много серьезных проблем, с которыми приходится сталкиваться математику. Вы знаете, что существуют иррациональные числа, как, например, (2, которые не могут быть выражены никаким конечным числом десятичных знаков. Но (2, может быть корнем алгебраического уравнения с целыми коэффициентами, например:

x2 — 2 = 0.

Однако есть числа, еще более сложные по своему строению. Таково, например, число (, которое мы называем трансцен​дентным числом. Оно уже не только не может быть выра​жено конечным числом десятичных знаков, но не может быть, кроме того, и корнем никакого алгебраического уравнения с целыми или вообще рациональными коэффициентами. И вот это в высшей степени важное его свойство и доказывается способами теории чисел. Кстати, когда наконец это доказа​тельство было получено (а ведь это случилась не так давно, в конце девятнадцатого века), то тем самым был положен конец всем решительно попыткам найти квадратуру кру​га, то есть построить равновеликий данному кругу квадрат при помощи циркуля и линейки. Об этом, я думаю, вы слы​шали? {90}

— Конечно, — отвечал Илюша.

— Так что с этой задачей, которая долгое время занимала умы людей просвещенных... (правда, к сожалению, не только просвещенных!), было покончено.

— Это вроде как с «вечным двигателем», то есть с per​petuum mobile? — вставил Илюша.

— Н-да, — согласился Мнимий, — в этом роде.

— Но ведь теорема Фермá — это все-таки не квадратура круга и не perpetuum mobile?
— Ну конечно, нет! — воскликнул Мнимий. — Это все же серьезная проблема, хотя и частного характера. Заметьте, что теория чисел славится среди математиков тем, что постановка ее задач на первый взгляд кажется очень несложной, но зато решение их дается ученым с таким трудом, что, пожалуй, в этом отношении с теорией чисел не может поспорить ни​какая другая отрасль математики. Из наиболее важных проблем этой науки я укажу вам на проблему распределения простых чисел в ряду целых чисел. Ясно, что среди всех этих чисел самое важное значение имеют именно простые, ибо все остальные суть произведения простых, а они в силу этого, оче​видно, являются элементами, из которых образовано каж​дое целое число. Вопросом о том, сколько этих чисел, зани​мался с успехом еще Евклид, показавший, что простых чисел в ряду целых имеется бесконечное множество. Гораздо позже над вопросом о распределении простых чисел трудился Эйлер, а затем важнейшие результаты были получены крупнейшим русским математиком П. Л. Чебышевым уже в девятна​дцатом веке. На решение многих проблем теории чисел не​редко требуются не то что годы, а целые столетия. Например, в конце восемнадцатого века английский математик Варинг предложил одну задачу по теории чисел. На первый взгляд она совсем не хитра: надо доказать, что всякое целое число можно представить в виде суммы ограниченного числа энных степеней целых чисел. Для n, равного двум, это сделать не очень трудно, и вывод гласит: всякое целое число можно пред​ставить в виде суммы не более чем четырех квадратов. Например:

2519 = 432 +252 + 62 + 32.

Но доказать надо не только для квадратов, а для всех степе​ней. И только уже в начале двадцатого века было дано реше​ние этой труднейшей задачи с помощью самых тонких средств математического анализа. Вот еще пример. В середине восем​надцатого века академик X. Гольдбах в письме к Эйлеру вы​сказал предположение, что всякое целое число больше трех может быть разложено на сумму не более чем трех простых {91} чисел. Задача эта оказалась до такой степени трудной, что еще в начале нашего века на международном математическом кон​грессе один из видных ученых заявил, что она «превосходит силы современной математики». Оказалось, впрочем, что это не так. Основные результаты в решении этой задачи были достигнуты советским математиком Л. Г. Шнирельманом, который доказал, что, составляя суммы достаточно большого (но заранее ограниченного) числа слагаемых, каждое из которых есть простое число, можно получить все натуральные числа. Уже это было достижением, которое вызвало удивление математиков всего мира. Но, конечно, еще труднее было дока​зать, что для разложения четных чисел достаточно двух, а для разложения нечетных чисел — трех слагаемых, каждое из ко​торых есть простое число. Это последнее утверждение удалось доказать замечательному советскому математику И. М. Вино​градову, которому и принадлежит, таким образом, помимо ряда блестящих работ в других областях теории чисел, реше​ние этой никому не покорявшейся проблемы Гольдбаха (для нечетных чисел; для четных метод Виноградова дает че​тыре слагаемых). Решение Виноградова быстро облетело весь мир и увенчало советскую математику заслуженной славой... Однако должен добавить ко всему сказанному вот еще что. Допустим, что завтра найдется гениальный математик и дока​жет теорему Фермá. Конечно, это не будет переворотом всей математики. И возможно, что разговоров будет больше, чем дела. Все это так. Однако нельзя сомневаться в том, что ме​тоды, которыми действует математика, благодаря этому обогатятся, и даже очень. Ну вот, теперь, мой милый гость, мне кажется, что я, насколько мог, удовлетворил вашу любо​знательность.

— Я даже не могу выразить, до чего я вам благодарен! Мне кажется, я никогда еще не слыхал ничего такого инте​ресного. Я всегда очень любил математику, а теперь... теперь мне кажется, что это самая интересная вещь на свете!

— Что ж, молодой человек, — ответил ему Мнимий Радик​сович, приветливо улыбаясь, — я, конечно, в этом деле не судья, но возможно, что вы не так далеки от истины.

После этого Илюша и Радикс сердечно распрощались с гостеприимным хозяином и не спеша стали спускаться с Лежандровой горки. Радикс пояснил Илюше, что горка эта называется так по имени математика Лежандра, который вы​сказал о теореме Фермá некоторое очень тонкое замечание.

— Как все это интересно! Что за прелесть, эти комплекс​ные человечки! — воскликнул Илюша.

— Не забудь, однако,— заметил Радикс,— что все это до​вольно трудно. Мир этих человечков отличается рядом свое​-{92}образных и неожиданных особенностей, которые не так-то просто изучить. А без такого изучения ты от них не многого добьешься!

— Пусть трудно, но, по-моему, лучше заниматься трудным делом, только чтобы оно было интересное. Ты как думаешь?

— Точно! — сказал Радикс.

— Вот бы, — сказал мечтательно Илюша, — мне все это выучить, стать математиком и доказать эту теорему!..

Услыхав это, Радикс посмотрел на Илюшу так странно и пристально, что Илюше на минутку стало не по себе. Радикс смотрел на него не отрываясь. Илюша хотел было спросить, чего это он на него так уставился, как вдруг что-то громко ухнуло сзади, точно громадная хлопушка, и Радикс со страш​ной быстротой полетел вверх. Илюша не успел и ахнуть, как все, что было вокруг него, тоже понеслось вслед за Радиксом ввысь. И тут только Илюша сообразил, что это он сам куда-то провалился и падает с ужасной скоростью. В ушах у него сви​стело, все неслось вверх с треском и грохотом, и он совсем было потерял голову. Вдруг все неожиданно остановилось и разом утихло.

Илюша осмотрелся и увидел, что стоит почти впотемках на гнилых досках каких-то очень грязных сеней. Перед ним об​лезлая дверь, в которую кое-как вколочен ржавый гвоздь вместо ручки. Где-то жалобно пищит кошка. Илюша растерян​но потянул за гвоздь. Дверь с унылым скрипом распахнулась, и Илюша попал в убогую каморку с подслеповатым окошеч​ком, завешенным густой паутиной. Было холодно. И стало вруг ужасно скучно. Илюша оглядел каморку в величайшем унынии. Радикса и след простыл! Перед Илюшей стоял кол​ченогий столик, а за ним на старом ящике сидел какой-то старикашка в порыжевшем от времени пальто, подпоясанном веревкой. Перед ним стояла старая жестянка с водой, на ней лежал кусок заплесневевшего хлеба. Старичок что-то старательно чертил циркулем. Илюша нерешительно каш​лянул.

— Сейчас, — сказал старичок, — сейчас, голубчик! Вот только начерчу еще одну окружность — и готово. Только одну. Одну-единственную.

— А что вы делаете? — спросил Илюша.

— А видишь ли, — отвечал тот, — я заслуженный специа​лист по Великой Теореме Фермá, а сейчас это так, забава, пустяк — трисекция угла с помощью циркуля и линейки. Пустяки! Очень легко сделать. Надо только начертить двести двадцать две окружности, провести сто одиннадцать хорд и секущих, и все готово. Очень просто!

— Как так? — жалобно спросил Илюша. {93}

— Очень просто. Ну, совершенно так же, как делается с циркулем и линейкой квадратура круга.

— Квадратура круга?!— повторил в ужасе Илюша.

— Ну да. Это тоже очень просто. Только надо переставить числа хорд и окружностей. Хорд надо двести двадцать две, а окружностей сто одиннадцать. В общем, то же самое.

— Как у вас холодно! — сказал Илюша, надеясь переме​нить разговор.

— Машина не в порядке, — с огорчением ответил стари​чок. — Она, понимаешь ли, требует керосина для смазки. То есть теперь требует. Потом, когда я ее еще усовершенствую, этого тоже не будет нужно. Все время работала, а без керо​сина никак не выходит.

— Какая машина? — спросил Илюша.

— Для отопления. Это perpetuum mobile...

— Perpetuum mobile?.. — еле прошептал Илюша. — У вас и perpetuum mobile есть?

— А как же! — гордо сказал старичок. — Она у меня вер​тит крыльями. В жестянке. Воздух от этого нагревается, а потом я открываю жестянку, теплый воздух выходит, и в комнате становится теплее. Да я вот сейчас доделаю, потом закончу еще одно доказательство теоремы Фермá...

— Как так «еще одно»? Разве у вас уже есть доказатель​ство?

— Доказательство!— усмехнулся старичок.— У меня их есть уже пятьсот пять штук. Это будет пятьсот шестое.

— А зачем же так много? — спросил Илюша.

— Зачем так много? — задумался старичок. — Вот уж не знаю. Всё говорят — нехороши! Будто бы неверные. А уж такие хорошие доказательства! Одно другого лучше! Оставай​ся у меня. Будем вместе доказывать. У меня есть еще одна идейка. Доказательств на двадцать хватит. Вот посмотри мое четырехсот второе доказательство теоремы Фермá.

Илюша взял в руки замусоленный кусочек бумажки, на​чал разбираться в выкладках и вдруг с ужасом обнаружил, что почтенный ферматист был уверен, что если некоторое число делится на каждое из двух чисел а и b порознь, то оно должно разделиться и на их произведение. Илюша опустил бумажку и начал дуть себе на замерзшие пальцы.

— Не хочу я доказывать вашу теорему! — вдруг вскрик​нул Илья в отчаянии. — Пустите меня отсюда, я замерз!

— Ах, так ты не хочешь? Вот как! — сказал, ядовито ухмыляясь, ферматист. — А ты ведь сказал, что хочешь? По​ворачивайся! Нечего рассуждать! Раньше надо было думать.

И снова все засвистало, и Илюша помчался обратно вверх. Все кругом трещало, ухало, грохало, а Илюша мчался наверх {94} с такой скоростью, о которой раньше даже и понятия не имел. Вдруг снизу, сквозь страшный грохот, раздался зычный крик:

— Вот он! Держи его! Стой! Поймать! Остановить! Изло​вить!

Илюша чуть не лишился чувств от страха. Он узнал страшный голос, взглянул вниз и увидел, что за ним с криком несется ужасный Уникурсал Уникурсалыч, Кандидат Тупико​вых Наук, Д. Ч. и Н. У.

— Лови его! Держи! Он забыл про тысяча семьсот семьде​сят пятый!.. Я ему покажу, как такие вещи забывать!..

«Что такое? — подумал Илюша. — Что это такое за тысяча семьсот семьдесят пятый?..»

— Не помнишь! — кричал снизу Доктор Четных и Нечет​ных. — Я тебе покажу! Я тебе напомню! А вот я сейчас!..

И вдруг перед Илюшей, откуда ни возьмись, появился ста​ринный том, на переплете которого было вытиснено золотыми буквами: «Решения и постановления Парижской Академии Наук за 1775 год». Книга открылась, несколько страниц пере​вернулись, и Илюша прочел:

«Академия постановила: отныне и впредь не рассматри​вать представляемых ей разрешений задач удвоения куба, трисекции угла, квадратуры круга, а также машин, должен​ствующих осуществить вечное движение».

— Вот что, друг любезный, — вымолвил довольно сурово встретивший его Радикс, — имей в виду, что у нас здесь очень не любят, когда люди, плохо знакомые хотя бы с тем, что в теории чисел называется «арифметикой целых алгебраиче​ских чисел», и с тем, какие возникают затруднения при рас​смотрении делимости на «алгебраические числа», начинают заглядываться на теорему Фермá. И не следует так быстро решать, что ты будешь делать в областях, которые тебе пока еще очень мало известны. А насчет теоремы Фермá надобно быть особо осторожным. Дело в том, что формулировка этой теоремы очень проста, и на первый взгляд неопытному чело​веку кажется, что и вся проблема проще простого, что надо только не быть «ученым педантом» и обладать в небольшой степени тем, что именуется «здравым смыслом», чтобы разо​браться и покончить со всей проблемой одним махом. В даль​нейшем ты и сам увидишь, что на свете существует немало задач, которые очень просто формулировать, но которые от​нюдь не просто решить, и что никакой связи между простотой формулировки задачи и простотой ее решения не имеется. Укажу тебе еще вот на какое обстоятельство. Я совершенно уверен, что ты забрался в эту книжку главным образом для того, чтобы в дальнейшем ознакомиться с другими, более труд​ными книжками... {95}

— Да-да!— перебил его Илюша.— Конечно! Вот из-за этого-то...

— Хорошо, — спокойно отвечал ему Радикс. — Я понимаю это. И вполне тебе сочувствую. Но имей в виду, что когда ты доберешься до этих более трудных книжек, то очень скоро убедишься, что в теории чисел, науке вообще очень трудной, существуют уже решенные задачи — кстати сказать, тоже на первый взгляд не очень сложные, — но разобраться в том, как они решаются, и усвоить, какова основная идея решения, может только человек с куда более основательной подготов​кой, чем у тебя, и то не сразу, а после долгих и упорных трудов, измеряемых для отдельного случая не часами, а неде​лями. Осмелюсь тебе еще доложить, что на свете было, есть и будет несметное число всяких бездельников, которые отрав​ляют жизнь настоящим ученым, заваливая их своими творе​ниями по вопросу о квадратуре круга и доказательствами теоремы Фермá и требуя не только внимания и помощи, но и тысячных премий, и поднимают дикие вопли о бесчеловеч​ности, когда их просят по-хорошему не приставать с чепухой и отвязаться. Я, конечно, не думаю, чтобы ты в будущем при​стал к этому стаду, потому что сам видел сейчас, что эту задачу голыми руками не возьмешь, но все-таки, дружок, надо быть поосторожнее! Ты должен понять вот что, милый друг: если ты подходишь к теореме Фермá всерьез, как подо​бает ученому, то надлежит вооружиться всеми средствами современной науки, иначе ничего не сделаешь. А чудаки, ко​торые надеются одолеть ее с помощью элементарных средств, напоминают того дурачка, который, увидав в первый раз теле​скоп, наведенный на луну, решил, что только заведомые глупцы могут пользоваться таким сложным аппаратом, а он, умник, поступит попроще: просто сколотит большую деревян​ную лестницу, залезет на небо, достанет оттуда луну, поста​вит ее к себе на стол, разглядит и всем желающим расскажет. Вот как! {96}
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Схолия Седьмая,

где Илюша открывает еще кое-что насчет обычаев и нравов веселого карликового народца, у которого он был в гостях, и, в частности, узнает о том, как можно натянуть нос одному неуклюжему существу, причем натягивание это мнимое, а нос-то получается совершенно вещественный. После этого наш герой пытается играть с зеркалом в «Дразнилку», а затем наши добрые друзья встречаются с тремя недогадливыми испанцами и тремя храбрыми дипсодами, то есть людьми из Страны Жаждущих (которая подробно описана в знаменитой истории Гаргантюа и Пантагрюэля, неутомимых острословов, великанов и мудрецов). И только благодаря этой встрече Илю​ша узнает, сколько врагов надо уложить, когда на тебя напа​дают со всех сторон, ибо до сих пор он думал, что сторон в три раза меньше, чем это оказывается на самом деле. Тут же выясняется, почему любители чужого добра вдруг становятся такими кроткими, когда им растолкуют наконец, какие симпа​тичные треугольнички для них приготовлены в царстве ВОЛ​ШЕБНОГО ДВУРОГА.

Илюша и Радикс продолжали свой путь в самом приятном расположении духа. Однако через несколько времени Илюша задумчиво промолвил:

— Эх! Я забыл спросить у этого человечка еще одну штуку.

— Что именно? — вопросил Радикс. {97}

— Я никак не пойму: какое отношение эти комплексные человечки могут иметь к такой задаче, в которой есть только вещественные, да еще притом целые числа?

Тут Илюше показалось, что на него кто-то смотрит сзади. Он обернулся и к своему неописуемому удовольствию уви​дел, что невдалеке позади, под синей стеной, в креслице сидит Мнимий Радиксович собственной персоной.

— Могу, — сказал любезный человечек, — вам рассказать о некоторых наших хитроумных проделках. Это вам кое-что пояснит. Вы, конечно, помните, что разность двух квадратов распадается на два множителя — на сумму и разность первых степеней.

— Ну еще бы, — отвечал Илюша.

— А мы, — продолжал словоохотливый человечек, — умеем делать то, чего вещественные числа делать не умеют: мы можем разложить на множители сумму квадратов. Это очень просто. Смотрите.

И на стене около кресла сейчас же появилось следующее:

х2 + у2 = (х + iy)(x — iy).

                                                             ___

— Буква i, как всегда, обозначает  (—1. Перемножьте, и вы убедитесь, что это равенство справедливо. Кстати ска​зать, формулы для пифагоровых троек я мог бы получить тоже не без помощи этого выражения, а именно вот как. Если нам нужно, чтобы

х2 + у2 = r2,

то положим, что оба множителя, то есть (х + iy), а также (x — iy), суть квадраты каких-то чисел, разумеется тоже ком​плексных, так что, например:

х + iy = (р + iq)2 = р2 — q2 + 2pqi.

Теперь я сравниваю левую часть с правой и заключаю, что

х = р2 — q2; у = 2рq,

откуда уже сразу следует, что

z = р2 + q2.

Это, правда, не совсем строго, хотя бы потому, что из а • b = z2 не следует, что а и b непременно квадраты, но формулы полу​чаются как раз те, какие нам нужны. Обратите, кстати, вни-{98}мание еще на то, что одно равенство комплексных чисел заменяет собой два равенства обычных чисел. Это тоже ведь преимущество немалое! Теперь позвольте вам указать еще и на то, что если мы возьмем не разность квадратов, а раз​ность кубов (а ведь куб-то как раз и является первой из тех степеней, о которых идет речь в Большой теореме Фермá!), то вещественные числа умеют разлагать эту разность только на два множителя, то есть на разность первой степени и не​полный квадрат суммы. Не так ли?

Илюша утвердительно кивнул. И тотчас на стене по​явилось:

(x3 — 1) = (x — 1)(x2 + x + 1).

— Ну, а мы можем разложить вам эту разность не на два, а на три множителя, и получится вот что...
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Вы легко можете убедиться в справедливости этого ра​венства, либо просто перемножив эти три скобки, либо решив квадратное уравнение, которое представляет собой ваш непол​ный квадрат суммы.

х2 + х + 1 = 0.

— Ну вот, — продолжал Мнимий, — отсюда вы легко мо​жете видеть, что мы вполне можем иметь прямое отношение к задачам, в которых есть только вещественные числа. С этим несложным, но очень полезным разложением мы еще встре​тимся в дальнейшем, когда займемся вопросами довольно хитрыми (но при этом замечательно интересными) через каких-нибудь двенадцать Схолий. Причем мы способны делать то, о чем вещественные числа и понятия не имеют. А так как наша арифметика очень похожа на арифметику вещественных чисел, то вы можете прийти к нам, а потом вернуться к веще​ственным числам, и никаких недоразумений у вас не полу​чится. А мы будем вам с удовольствием помогать теми своими способностями, которых у вещественных чисел нет. Мало того, мы еще вам что-нибудь подарим на память, чего вы даже у нас не просили. Вот, например, разложим разность кубов на три множителя, а если вы внимательно присмотритесь к этому разложению, то увидите, что наше решение имеет непосред​ственное отношение к геометрической задаче о том, как впи​сать в окружность равносторонний треугольник. И это потому, что мы друзья с синусами и косинусами, а коэффициенты, ко-{99}торые мы вам вывели, равны: один — синусу тридцати граду​сов, а другой — косинусу тридцати градусов.

Илюша не мог сразу сообразить, при чем тут равносторон​ний треугольник, но, вспомнив, что синус 30° действительно равен одному из приведенных Мнимием Радиксовичем коэффи​циентов (то есть половине), не решился спрашивать и дал себе слово, что на досуге возьмет геометрию и сам все раз​берет.

— Теперь, — сказал Илюша, — я, кажется, начинаю пони​мать, как вы помогаете. Это замечательно!
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— Милый юноша, — отвечал ему Мнимий Радиксович, — все, что вы здесь увидите, все вам будет помогать. Только надо научиться пользоваться нашей помощью. Это кажется трудным, но ведь вы когда-то и читать не умели, однако на​учились! Так и здесь то же самое. А если вы меня спросите теперь, почему мы с такой охотой беремся помогать вам в чу​жой задаче, то я вам отвечу, что, во-первых, всякому охота показать, на что он способен, ну, а потом, знаете, это все-таки довольно забавно — натянуть нос этим неповоротливым веще​ственным числам, чтобы они не важничали, потому что они народ ужасно спесивый, но совершенно не могут быть такими юркими, догадливыми и любезными, как мы! Однако, не вся​кий сразу с нами освоится. Вот, например, число шесть — поговорите о нем с вещественными числами, и они вам ска​жут, что это просто «дважды три». Справедливо, разумеется! Но с нашей точки зрения его можно еще немного иначе напи​сать:
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Попробуйте проверьте! Надо, видите ли, еще иметь в виду, что вопросы делимости могут касаться даже и алгебраиче​ских выражений, а ведь это очень важно, ибо ал​гебра-то и учит нас ре​шать вопросы в общем виде. Вот задачка: дано выражение

m3 + 6m2 + 11m + 6.

[image: image23.wmf];

2

8

3

+

=

Спрашивается,   делится оно на три или нет? Что вы на это скажете?

— Не знаю, — ответил смутившийся Илюша, — может быть, попробовать разложить на множители? {100}

И мальчик получил:

(m + 2) (m + 3) (m + 4).

— А теперь заменим (m + 2) на n. И тогда? 
Илюша написал, а затем ответил нереши​тельно:

— Три натуральных числа подряд. Произ​ведение! Коли так... то должно делиться на три! Вот странная задачка! Сразу не разбе​решься. А ведь мне нужно еще узнать про Дразнилку, — обратился Илюша к Радиксу, ибо Мнимий уже исчез. — Ты расскажешь?

— Отчего же! — ответил Радикс, беря со стола три карточки, каждая величиной с почтовую карточку, и протягивая их Илюше. — Мы с тобой сначала рассмотрим самый про​стенький случай — тройного Дразнилку, который у тебя назы​вался «икс». Помнишь?

— Помню!   сказал Илюша, разглядывая карточки. На каждой стояла цифра: 1, 2 и 3.

— Так вот, — продолжал Радикс, — положи их на стол в обычном порядке. Запиши мелом на стене эту первую ком​бинацию, исходный порядок, то есть 1—2—3. А теперь пере​кладывай их так: ту, которая стоит спереди, клади в самый конец и повторяй дальше тем же порядком. Это круговая, или циклическая, перестановка.

Илюша переложил несколько раз, потом сказал:

— Больше не выходит. Опять то же самое получается.

— А теперь разложи их в обратном порядке: 3—2—1 и перекладывай опять так же.

— И тут то же, — ответил Илюша. — Опять я пришел к тому же, с чего начал, то есть к 3—2—1.

— Ну, теперь запиши. Илюша записал так:

А)
1—2—3
Б)
3—2—1

2—3—1

2—1—3

3—1—2

1—3—2

— Вот они и все, — сказал Илюша, — их всего шесть штук.

— Попробуй, — посоветовал Радикс, — взять опять комби​нацию 1—2—3 и перекладывать не переднюю назад, а заднюю вперед.
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— Не стоит, — отвечал Илюша, — это я уже пробовал там, у Розамунды. То-то и дело, что они ходят друг за дружкой гуськом. И все равно в какую сторону двигать. {101}
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— Правильно, — сказал Радикс. — А теперь положи кар​точки рядом в порядке 1—2—3 и посмотри в зеркало, что у тебя получится.

Илюша посмотрел в зеркало и увидел, что из его комбина​ции 1—2—3 в зеркале получается 3—2—1.

— Как раз наоборот! — сказал он. — Из «А» получает​ся «Б».

— Ну, теперь переставляй их вкруговую. И смотри, что выходит в зеркале.

Из 2—3—1 в зеркале вышло 1—3—2; из 3—1—2 получи​лось 2—1—3.

— Ну, как ты думаешь, — спросил Радикс, — можно ли уложить карточки так, чтобы и перед зеркалом и в зеркале получилось одно и то же расположение?

— Н-нет,— сказал в недоумении Илюша. — Ну как же это возможно? Нет, нельзя!

— Так,— отвечал его наставник— Значит, там один круг, а здесь другой. Ну, вот и всё. Весь секрет Дразнилки в том, что там при наличии одной пустышки, в сущности, возмож-ны только круговые перестановки. Игра в Дразнилку, как ты и сам понимаешь, это игрушка, почти безделка, но вот именно из-за того, что в этой игре участвуют эти круговые перестанов​ки, о которых мы еще наговоримся впоследствии, игрушка эта получает довольно серьезный смысл. А перевести 4—2—3 в 3—2—1 циклической перестановкой нельзя, как нельзя до​биться, чтобы в зеркале было то же, что перед зеркалом. Зна​чит, если у тебя стоит с самого начала какая-нибудь комби​-{102}нация из круга «А», то ты можешь прийти к основной ком​бинации 1—2—3. Это будет четный круг. Но если у тебя стоит комбинация из круга «Б», то ее перевести в основную комбинацию невозможно. Но это — круг нечетный. Попро​буй теперь в основной комбинации 1—2—3 переставить две ка​кие-нибудь рядом стоящие цифры.

Илюша переставил. Из 1—2—3 получилось 1—3—2, потому что он переставил 2 и 3.

— Вот теперь получился круг «Б».

— Переставь еще двух соседей.

Илюша поменял местами 3 и 1 и получил 3—1—2.

— А теперь получился круг «А».

— Ну, вот и всё! — сказал Радикс. — Ты, я думаю, и сам видишь, что если переставляешь соседей четное число раз, то получается тот же круг. А если переставишь нечетное число раз любых соседей, причем неважно — этих ли самых или каких-нибудь других, то ты переводишь все расположе​ние во второй круг, и тогда вернуться к первому кругу, не вынимая шашек из коробочки, невозможно. А теперь возьмем какую-нибудь комбинацию шашек в самом маленьком Драз​нилке. Ответь мне: можно ли сказать сразу, выйдет у тебя в данном случае или не выйдет?

— Сказать я могу, — отвечал мальчик, — потому что по​мню, какие комбинации относятся к какому кругу.

— Та-ак... — довольно кисло протянул Радикс. — Однако не в числе шашек дело, потому что всего интереснее распола​гать правилом, которое было бы пригодно для любого числа шашек. Разумеется, мы начнем с того, что выясним, какие комбинации относятся к какому кругу, но в дальнейшем нам придется рассуждать уже по-иному. Не так ли? Как тебе ка​жется?

— Мне кажется, что нам нужно найти правило, по кото​рому можно было бы сразу установить, выйдет данная комби​нация или нет. Ты говорил, что все дело в том, сколько раз я переставлял соседние шашки...

— Так. Ну и что же?

— По-моему, можно так рассуждать. Каждый раз я меняю местами две шашки, то есть одну пару. Значит, надо сосчи​тать, сколько есть таких пар, которые поменялись местами. Так как я не знаю, как именно они переставлялись, то надо пересмотреть все пары, которые стоят не в том порядке, кото​рый нужен. Вот, например, я начинаю с комбинации 1—2—3, затем идет комбинация 2—1—3. Тут только одна пара нару​шает порядок: единица и двойка.

— Можно сказать, — вставил Радикс, — что эта пара обра​зует беспорядок, инверсию. {103}
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— Хорошо. Значит, у нас здесь одна инверсия. Каждую пару я буду считать только один раз. Дальше беру комбина​цию 2—3—1. Здесь есть две пары, образующие инверсии. Пер​вая пара — единица и двойка, вторая — единица и тройка. Двойка и тройка стоят относительно друг друга в порядке. Значит, здесь две инверсии. Беру еще одну комби​нацию: 3—2—1. Здесь три пары ша​шек нарушают порядок. Первая па​ра — тройка и двойка. Вторая пара — тройка и единица. Третья пара — двойка и единица. Всего здесь три инверсии. Как ты и говорил, при чет​ном количестве инверсий задачка ре​шается...
— А если нет ни одной?

— Если нет ни одной, то и де​лать нечего, все и так в порядке. Значит, нуль тоже можно считать четным числом.

— Правильно.

— А если нечетное число инверсий, то задачка не может быть решена. Если подсчитать число инверсий в любой комбинации, то можно сразу сказать, выйдет или не выйдет. Если инверсий четное число, то выйдет; если нечетное, то не выйдет.
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— Хорошо, — сказал Радикс, — а теперь перейдем к большому Драз​нилке. Как там надо считать число инверсий и какой установить поря​док?

Илюша задумался.

— Да, — промолвил он, — они просто по кругу не располагаются. Это ясно. Сейчас я попробую во всем разобраться. Ты не торопи меня. Ага, кажется, я начинаю кое-что понимать. Начальный порядок там идет змейкой (верхний рисунок).

— Правильно. Так вот мы и будем далее считать, «змей​ку» как нормальное начальное рас​положение в Дразнилке. Если дви​гаться по «змейке», то инверсии не получится. Вдоль нашей «змейки» мы и будем отсчитывать число инверсий. Теперь посмотрим, как вообще бу​дет изменяться число инверсий, если {104} мы возьмем какое-нибудь — любое — расположение (рисунок средний) и в нем передвинем на пустое место (оно у нас во втором столбце и во второй строке) одну из шашек той же строки, то есть «три» или «восемь».
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— Если идти вдоль по «змейке»,— отвечал внимательный Илюша, — то число инверсий не изменится. Только разрыв в «змейке», который образует пустышка, перейдет на другое место, а в остальном расположение останется такое же.

— Прелестно!— отметил Радикс. — Ну, а если я на это место подвину одну из шашек того же столбца, то есть «де​сять» или «шесть», тогда что случится?

— Можно сосчитать! — сказал Илюша. — В первом случае мы перейдем к положению нижнего рисунка, то есть от ряда (по «змейке»)

1, 10, 15, 14, 12, 8, —, 3
к ряду

1, —, 15, 14, 12, 8, 10, 3.

Раньше «десять» образовывало инверсию с «восемью», а те​перь этого не будет, но зато появятся инверсии «пятнадцати», «четырнадцати» и «двенадцати» с «десятью»; в общем, ока​жется на три инверсии больше и на одну меньше — в итоге на две инверсии больше. Если же передвинуть не «десять», а «шесть», то в средних строчках вместо ряда

12, 8, —, 3, 11, 6, 7, 5

мы получим ряд

12, 8, 6, 3, 11, —, 7, 5;

значит, «шесть» перескочит через «три» и «одиннадцать» и будет теперь образовывать новую инверсию с «тремя», потеряв свою старую с «одиннадцатью», — число инверсий совсем не изменится.

— Вообще, — сказал Радикс, — где бы ты ни оставил пу​стышку, каждый раз, когда на ее место подвинешь соседнюю шашку сверху или снизу, число инверсий или вовсе не изме​нится, или изменится на четное число. {105}
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Большая стрелка показывает, как идет «змейка».
— Да-а, — протянул Илюша. — Из этих примеров выходит так. Но я не пойму: как надо рассуждать, чтобы убедиться в том, что всегда так будет выходить?

— Ну хорошо! — примирительно сказал Радикс. — Давай теперь соберем все наши наблюдения над Дразнилкой. И по​пробуем подытожить все вместе. Итак — шашка может обойти только четное число других шашек: две, четыре и шесть. Это и есть основа всей системы Дразнилки: если есть возможность, комбинируя друг с другом такие четные обходы, достиг​нуть желаемой позиции — задачка решается. Если нет, то и нет решения. Надо сравнить заданную позицию с желаемой: если между ними четное число инверсий — все в порядке! Если нечетное, ничего добиться нельзя. Вот и все! Любая позиция из круга иной четности переходит в обратный круг при пере​становке с места на место одной-единственной (но не двух!) шашки. Если внимательно посмотреть на зеркальное отобра​жение самого маленького трехшашечного Дразнилки, то ясно, что один круг переходит в другой как раз через зеркальное отображение. Но если это так, то всегда из задачи, которая «не выходит», можно сделать другую, которая «выходит». Это будет та же искомая позиция, но в зеркальном отображении. Конечно, как это в каждом случае сделать — уж вопрос другой (АЛ-I, VIII).

— Понимаю, — сказал Илюша. — Выходит верно, но как-то не очень складно. Ведь должна же быть какая-нибудь общая причина, благодаря которой число инверсий всегда меняется на четное число при скачке через четное число шашек...

— Ишь какой хитрец! — воскликнул, рассмеявшись, Ра​дикс. — Причина-то как раз в том и заключается, что ты пере​скакиваешь через четное число шашек, а ведь всякое четное число состоит из двоек. А если взять две шашки, то уже мы с тобой установили... Впрочем, можно этого отдельно и не рассматривать. Будем рассуждать так. Пусть шашка перепры​гивает по «змейке» через четное число 2n шашек. Причем есть р шашек, с которыми у нее были инверсии, и q = 2n — р шашек, с которыми инверсий не было. Ясно, что 2n — четное число. Но если это так, то числа р и q, как говорится, одной четности, то есть либо они оба четные, либо оба нечетные, иначе их сумма не могла бы быть четной. Если же я теперь вычту эти два числа одной четности, р и q, друг из друга, то я обязательно получу четное число, так как разность двух четных, как и двух нечетных, чисел неизбежно четная. Мо​жешь проверить, коли тебе не лень. Другими словами, раз​ность двух чисел всегда одинаковой четности с их суммой. Иначе говоря, алгебраическая сумма некоторого числа единиц с любыми знаками всегда будет одной четности с чис-{106}лом этих единиц. Вот в чем тут сила! Ну, вернемся к нашей задаче. Изложи мне коротко и ясно: что же мы доказали этим рассуждением?

— Мы доказали, что при всякой перестановке шашки на пустое место число инверсий меняется на четное число. Зна​чит, здесь, как и в маленьком Дразнилке, вернуться к исход​ному положению (то есть к такому, в котором нуль инвер​сий) можно только из расположения, в котором подсчет вдоль по «змейке» показывает четное число инверсий.

— Великолепно! — отвечал, вздохнувши, чтобы перевести дух, Радикс. — Вот теперь мы можем сказать, что установили необходимое условие того, чтобы Дразнилка вышел. А то, что это условие еще сверх того и достаточное, можно до​казать совершенно строго, но мы этим заниматься не будем.

— Ну! — произнес огорченно Илюша. — Это мне не очень нравится. Ведь выходит, что мы только полдела сделали. И, наверно, это самое интересное и есть, потому что мы не получили правила, как приводить шашки в порядок.

— Конечно. Хотя одно общее доказательство вовсе и не должно указывать, как добиться цели скорей всего. Но только дело в том, что это доказательство не простое, и я не уверен, захочешь ли ты его слушать.
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— Захочу,  захочу! — обиженно сказал Илюша. — Мне очень нравится, когда я наконец начинаю разбираться в та​ких вещах, которые сперва кажутся такими уж хитрыми, что не знаешь, с какой стороны и подойти.

— Хорошо,— покорно отвечал Ра​дикс. — Давай попробуем. Начнем вот с чего: убедимся в том, что с помощью перемещения шашек на пу​стое место мы всегда можем пере​прыгнуть через любые две шашки по линии «змейки». Это совершенно ясно, если они обе стоят по сосед​ству с пустышкой у того края, где «змейка» переходит из строки в стро​ку. Но если они стоят где-нибудь ря​дом в одной строке, [image: image30.png]


то мы можем поступить так: переместим их на край, не нарушая циклического рас​положения трех шашек (третья — та, которую надо перевести), так, чтобы они стали на краю друг под другом; затем, освободив место для переводимой шашки, перемещаем ее через них и вернемся, не нарушая {107} циклического расположения трех шашек, к исходному порядку, но с перемещенной уже шашкой. Приве​дем пример, и все станет ясно (верх​ний рисунок, стр. 107). Шашку «во​семь» переведем через «девять» и «десять». Сперва мы передвинем шашки в двух нижних строках (ниж​ний [image: image31.png]


рисунок на стр. 107). Затем, как показывают три рисунка рядом, мы постепенно передвигаем шашки, по​том перескакиваем и возвращаемся обратно. Как видишь, все осталось на месте, только шашка «восемь» пе​репрыгнула через двух своих соседок. А теперь нам осталось доказать еще, что все шашки можно поставить на место такими скачками при любом исходном положении, содержащем четное число инверсий. Для этого да​вай поставим сначала шашку «еди​ница» на первое место, если она еще на нем не стоит. Ясно, что, перескакивая через две шашки, мы ее доведем либо до второго, либо до первого места. Но если «единица» попадет не на первое, а на второе место, мы заста​вим шашку, которая стоит на первом месте, перепрыгнуть через две шашки направо. Тогда шашка  [image: image32.png]110
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«единица» очутится на первом месте. Поступим затем тем же порядком и с шашкой «двойка», то есть поме​стим ее на второе место, и так далее. Но когда мы дойдем до предпослед​него места, то поставить, на него шашку, которая стоит на последнем месте, не удастся, потому что ей ведь для этого надо перепрыгнуть через одну, а не через две шашки. В таком случае в самом конце «змейки», в четвертой строке, мы получим распо​ложение 13—15—14 вместо 13—14— 15, и если все остальные шашки уже стоят по местам, то получается толь​ко одна инверсия, между «четырна​дцатью» и «пятнадцатью». Одна[image: image33.png]15|14




ко это может случиться только в тех расположениях, где уже с самого на-{108}чала было нечетное количество ин​версий.
Восьмерка  перепрыги​вает через две шашки («2» и «11»).
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 Следовательно, при четном числе инверсий все шашки в конце концов неизбежно станут на свои места. Как видишь, мы попутно еще доказали, что когда Дразнилка «не выходит», то на свои места мож​но поставить все шашки, кроме двух последних, что ты, как я полагаю, и сам не раз замечал. Если ты поже​лаешь разобрать это доказательство на примере, расставь все шашки для упрощения в одну шеренгу и пере​прыгивай через две, как указано. Ко​нечно, в [image: image35.png]S|
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квадратике Дразнилки ты можешь для ускорения дела иногда перепрыгивать и через четыре илишесть шашек,  как мы выяснили раньше. Ну вот, и теперь поставь на​шу «змейку» в ее натуральном по​рядке.

Илюша поставил (см. рис. на стр. 110).
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— Погляди, как в зеркале отражается, и запиши. Илюша глянул в зеркало и написал то, что видно на ри​сунке на следующей странице внизу.

Восьмерка   перепрыги​вает через четыре шаш​ки («14», «15», «11» и «2»).
— В первой строке «четыре» дает инверсии с «тройкой», «двойкой» и «единицей»,  «тройка» — с «двойкой» и «едини​цей», наконец, «двойка» — с «единицей». Всего в первой строке одна плюс две плюс три — шесть инверсий. Во второй строке столько же. В третьей тоже столько же. Всего восем​надцать. А в последней строке только три инверсии. В конеч​ном счете получается двадцать одна инверсия.

— То есть в итоге нечетное число. Значит, если зеркаль​ное расположение «не выходит», его можно перевести в нату​ральное расположение с одной инверсией. Но раз так, значит, и расположение с одной инверсией можно перевести в зер​кальное. А поэтому всякое расположение, которое «не выхо​дит» (и которое, как мы доказали, можно свести к одной инверсии), ты можешь перевести в зеркальное. Так вот, когда у тебя «не выйдет» (возьми-ка поставь в большом Дразнилке пример с перестановкой только двух шашек — «единицы» и «пятнадцати»), то ты можешь для утешения стремиться не к натуральной расстановке шашек, а к зеркальной.

— Вот это так! — вскричал Илюша. — Беспроигрышный Дразнилка! Здорово! Знаешь, это мне напоминает то странное слово, которое язык тетушки написал в Схолии Четвертой. {109}
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Илюша попробовал прием и убедил​ся в его доброкачественности.

— Мне потому нравится Дразнил​ка, — заявил Илюша, — что все у него выходит просто. Только торопиться не надо!

Радикс усмехнулся.
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— Как сказать!— проворчал он.— Как сказать! Если ты уж так хорошо все понял, то возьми-ка переверни шашки. На них ведь сзади, как ты по​мнишь, написано «Тетушка Дразнилка». Вынь одну шашку... Ну, для памяти вынем ту, на которой стоит буква «ша». Потом перепутай шашки и проверь на бук​вах, как получается насчет правила «выйдет-не выйдет». А ко​ли заметишь какие-нибудь особенности, не поленись дать исчер​пывающее объяснение. Да, кстати, вот еще что. Скажи, пожалуйста: извест​но ли тебе, что бывают уравнения со многими неизвестными?

— Ну еще бы! — отвечал Илюша.— Конечно, известно. 

Так  вот,   представь себе, что Дразнилка имеет довольно близкое ка​сательство к решению систем уравне​ний со многими и даже весьма многими неизвестными.

— Да что ты? — удивился мальчик.

— Дело в том, — продолжал Радикс, — что если тебе, до​пустим, придет в голову точно определить, как можно вывести общие формулы, определяющие значения неизвестных в за​висимости от коэффициентов в уравнениях, то придется заняться тем же самым, чем мы сейчас с тобой забавлялись, а именно — подсчитать число инверсий. Если не струсишь, то советую проверить это. Давай напишем систему урав​нений:

a1x + b1у + c1z = d1;
a2x + b2у + c2z = d2;

a3x + b3y + с3z = d3
и найдем, чему равняется у.

— Это  что-то  трудновато, — неопределенно  заметил Илюша.

— Для простоты положим, что х и z уже известны и нам надо определить через них у. Ну-ка попробуй, что получится. {110}

Илюша взял карандаш, задумался на минутку и написал следующее выражение для у:
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— Очень мило! Ну, а еще чего-нибудь ты не приду​маешь?

— Можно подставить это значение у в остальные два уравнения, тогда останутся неизвестными только х и z.
— Можно. А далее?

— А далее поступаю подобным же образом. Определю из одного из уравнений z и подставлю его в последнее остав​шееся уравнение. Получу, очевидно, значение для х. А его можно подставить в предыдущую формулу для z и так далее. Все определится очень просто. Только бы не запутаться во всех этих подстановках.

— Так, — закончил Радикс, — верно. Придется тебе еще подумать, кстати, о том, чтобы у этих твоих дробей, которые определяют неизвестные, знаменатели не обращались в нуль. Но если оставить это пока в стороне, то формулы ты полу​чишь верные. О них-то я и хотел тебе сказать несколько слов. Займись-ка, выпиши, что получается окончательно в знаме​нателе дробей. Если ты нигде не напутал, то получится алге​браическая сумма произведений:

a1b2c3; a1b3c2; a2b1c3; a2b3c1; a3b1c2; a3b2c1.

А что касается знаков перед ними, то они как раз тем и определяются, какое число инверсий, четное или нечетное, об​разуют числа «один», «два» и «три» и подписных значках у букв a, b и с, если мы будем писать эти три буквы каждый раз в их алфавитном порядке, как это у нас и сделано. Если при четном числе инверсий брать знак плюс, а при нечетном — минус, то получится алгебраическая сумма, которая назы​вается определителем, или детерминантом, дан​ной системы уравнений. Ты можешь еще заметить, что и чис​лители дробей построены так же, только там вместо одной из букв а, b или с (в зависимости от того, какое ты неизвестное определяешь) поставлена буква d (для икса d заменяет бук​ву а, для игрека — букву b, для зета — букву с). Если мы захотим определить знак перед каждым произведением, то для этого достаточно того, что мы вывели, когда разбирали маленького Дразнилку. А дальше дело пойдет, разумеется, похитрее. Мы еще вспомним нашего друга Дразнилку, когда будем разбирать одну довольно сложную задачу в Схолии Девятнадцатой.

— Теперь уже я буду относиться к Дразнилке посерьез​нее. Вот какая он, оказывается, знатная персона!

— Кстати, — задумчиво произнес Радикс. — Ты, кажется, уверял меня по поводу младшего Дразнилки, что из трех элементов можно образовать всего шесть комбинаций?

— Разумеется, — уверенно ответил Илюша. — Как это мило!..— еще более задумчиво произнес его приятель.—И ты уверен, что больше шести не может быть?

— Конечно, уверен!

— Так, значит, шесть! И все разные. Это очень важно. Ровно шесть, говоришь ты?.. Это приводит мне на память один престранный случай. В архиве одного нотариуса города Толедо, в Испании, была обнаружена следующая запись, от​носящаяся к началу восемнадцатого столетия:

«После кончины достопочтенного дона Диего дель Ка​стильо в его доме было найдено завещание, согласно кото​рому три драгоценных ларчика — бронзовый, серебряный и золотой — были оставлены трем его друзьям юности: дону Альваро, дону Бенито и дону Висенте, причем условие заве​щания гласило:

«Означенные предметы переходят во владение моих дру​зей по их выбору, который должен происходить в следующем порядке:

1) тот, кто видел меня в зеленом плаще, не может выби​рать раньше дона Альваро;

2) если дон Висенте не был в Саламанке в тысяча шесть​сот девяносто четвертом году, то, значит, тот, кто будет вы​бирать первым, никогда не давал мне своей табакерки;

3) дон Альваро и дон Бенито могут выбирать во вторую очередь только в том случае, если дон Бенито будет выбирать раньше того, кто первый стал носить шпагу...»

Когда вышеупомянутые лица, как того требует закон, были вызваны в суд, то они показали, что завещание это было составлено лет пятнадцать назад и поэтому сейчас никто из них не может вспомнить, о каком зеленом плаще идет речь, какое имела табакерка отношение к городу Саламанке, и так далее. Однако им известно, что в то давнишнее время дон Диего не раз говорил о том, что он имеет намерение оставить каждому из них хороший подарок. Тогда судья прочел им за​ключительные строки этого удивительного завещания, где говорилось:

«Настоящим я, завещатель, торжественно утверждаю во всеобщее сведение, что три вышеприведенных условия, кото​рые определяют, кто и в какую очередь должен выбирать лар​чики, вполне достаточны для этой цели, и ни одно из них не является лишним». {112}
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Однако и это не помогло троим наследникам, вслед за чем судья, дон Базилио, закрыл заседание суда, а через неделю он, призвав к себе наследников, объявил им порядок выбора, определенный доном Диего в его завещании, сообщив им од​новременно, кто видел завещателя в зеленом плаще, кто давал ему свою табакерку, кто первым стал носить шпагу и был ли дон Висенте в Саламанке в тысяча шестьсот девяносто четвер​том году».

— Так вот, — продолжал Радикс, — ты теперь знаешь об этом деле столько, сколько знал судья. Представь себе, что к тебе обратились за решением того же вопроса, и ответь, ка​ков же назначенный доном Диего порядок выбора.

— Не знаю, — сказал Илюша.

— Ну, брат, это не решение! — ответил ему Радикс. — Вспомни своего друга младшего Дразнилку и все шесть его переодеваний, хорошенько подумай и давай-ка решать...

Говорят, Илюша впоследствии все-таки нашел это реше​ние. И, как это ни удивительно, в дальнейшем выяснилось, что туманные речи Радикса насчет шести переодеваний млад​шего Дразнилки, волшебника Икса, оказались в высшей сте​пени полезными для этого. Пришлось еще припомнить и зна​менитую речь У. У. Уникурсальяна из Схолии Пятой, о кото​рой забывать вообще не советую... Очень странная история!..

— Ну хорошо,— пробурчал, немного помолчав, Радикс.— А слышал ли ты, кстати, когда-нибудь знаменитую историю с девятью бутылями вина Атоса, Портоса и Арамиса?

— Трех мушкетеров? — изумленно спросил Илюша. {113}

— Ну да. История эта заключается в следующем. Однаж​ды, после путешествия в Пино-Гри, Медок, Барзак, Грав, Шато-Икем, Бургундию и преславную Шампанью, трое дру​зей съехались вместе, и между ними произошел следующий великолепный разговор. «Пусть меня подведут к единствен​ным воротам славного города Кагора,— вскричал Арамис, — и повесят на них три раза подряд! Пусть шесть шпаг и десять пистолетов разом будут направлены в мое неустрашимое сердце! Пусть меня разорвут на двести пятьдесят три куска бешеные гиены из проклятых ущелий! Пусть мне в глотку немедленно вобьют ровно двести семьдесят шесть каленых пушечных ядер! Клянусь Геркулесом, Вулканом и самим длиннохвостым Вельзевулом — я не паду духом и не отступ​лю! Даже если бы я сам был пушечным ядром и на меня на​пали сразу все мои соседи справа, слева, сзади и спереди, еще с двух сторон, а кроме того, сверху и снизу, то и тогда бы я не дрогнул, а доблестно сразился бы со всеми этими двена​дцатью врагами!» Услыхав эту бесподобную клятву, Портос и Атос мигом вскочили со своих мест, выхватив свои шпаги, и грозно гаркнули: «Мы готовы немедленно вступить в   бой с миллионом горилл и людоедов, если кто-либо из них усом​нится в том, что то, что ты сейчас сказал, чистая правда!» Но Арамис грустно посмотрел на своих друзей и тихо про​молвил: «И все же есть одна чудная сила, перед которой я слабею и падаю ниц...» Портос и Атос так были удивлены этим признанием, что не могли вымолвить ни слова. «Да, до​рогие соратники,— повторил Арамис,— такая сила сущест​вует, клянусь моей непобедимой шпагой, и эта сила — жаж​да». Тут Портос и Атос, подумав недолгое время над этой фразой, сообразили, что все это было очень веселой шуткой, и, повалившись на диваны, начали хохотать. «Клянусь жареной головой кабана, начиненной говорящими попугаями, — вскри​чал в восторге Портос, утирая радостные слезы, — этот кава​лер может уложить одной шуткой целый эскадрон королев​ских кирасир! Но что же нам делать с этим чудовищем — жаж​дой? Как же нам одолеть его?» Тут друзья отправились, втро​ем в погреб гостеприимного дома, и там судьба послала им девять бутылей с вином. В первой было девять кварт вина, во второй — восемь, в третьей — семь, и так далее до девя​той, в которой была только одна кварта. Вино было во всех бутылях разное, и одно только [image: image40.png]


 утешало наших мудрецов: все эти девять сортов вина отличались одним общим удивитель​ным качеством — все они превосходно утоляли жажду. Дело было только за тем, чтобы откупорить бутыли и выпить все это вино. Но тут начались очень шумные пререкания. Затруд​нение заключалось в том, что Атос уважал сладкие вина, {114} Портос отдавал предпочтение кисленьким, в то время как Арамис пил только такие вина, которые были до того крепки, что уже невозможно было разобрать, кислые они или сладкие, и ни о каких других слышать не хотел. Мало этого, никак нельзя было догадаться, как бы поделить это вино, не смешивая его. А так как всем было до смерти некогда и их мучила жаж​да, а никто не хотел пить то вино, которое он не любит, то ты можешь вообразить, какая там поднялась суматоха! Однако отважный Арамис вдруг хлопнул себя по лбу и воскликнул: «Да здесь не без черта! Мне даже кажется, что я слышу некий адский серный запах. Ясно, что в это дело запуталось какое-то ужасное колдовство. Но так как я прошел с большим успехом полный курс магии всех цветов, начиная с черной, то сейчас же я разрешу это дьявольское недоразумение при помощи таинственного закли​нания, сообщенного мне под страшным секретом знаменитым волшебником Чу-Син-Чьеном, который подарил мне драгоцен​ное «Зерцало Четырех Стихий». Вслед за этим Арамис быстро разрешил вопрос о том, как поделить безобидно эти девять бутылей, не смешивая вина, а при этом еще предложил дру​зьям несколько решений, чтобы бутылки не только можно было поделить поровну, но всякий мог отобрать себе те вина, которые ему больше нравятся. Вот что гласит эта замечатель​ная история. Не скажешь ли ты мне теперь, как поделить эти бутылки и как получить несколько решений задачи?

Илюша быстро сложил все кварты вина и получил «сорок пять». Значит, каждый кавалер мог рассчитывать на пятна​дцать кварт вина. Несомненно, этого было вполне достаточно, чтобы утолить их благородную жажду, принимая во внима​ние, что кварта — это литр с лишним. Но как поделить эти девять бутылей, чтобы в каждых трех было пятнадцать кварт?

— В этой задаче, — произнес Радикс, — тебе бы мог по​мочь средний Дразнилка. Поставь-ка в коробочку все девять шашек, а потом подбери их так, чтобы...

— Понял!— воскликнул Илюша.— Так, чтобы каждый столбец из трех цифр давал в итоге «пятнадцать».

При помощи шашек Илюша быстро нашел решение.

— Получаются сразу два решения, — заявил Илюша, — по​тому что и по столбцам сумма дает «пятнадцать» и по стро​кам тоже выходит «пятнадцать». Постой-ка! Эта штука, ка​жется, называется магическим квадратом? Я где-то читал о них. Вот, значит, почему Арамис вспоминал о магии! А что же это за волшебник? {115}
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— Был такой волшебник математик в тринадцатом веке, и книга его действи​тельно носит такое странное название. Квадраты эти иногда называют «серебря​ными», так как в старину некоторые чу​даки так их любили, что вырезали их на серебряных дощечках и были уверены, что эти квадраты прекрасное предохрани​тельное средство против чумы. Европейцы узнали их из сочинения ученого византий​ца Мосхопулоса, который жил в четырнадцатом веке. Но на Востоке их знали много раньше, чем была написана книга Чу-Син-Чьена. Магические квадраты были найдены на стене развалин одного индийского храма, по​строенного в одиннадцатом веке. Арабы писали о них в девя​том веке. А потом ими занимались многие, включая Фермá.

— А ну-ка, — воскликнул мальчик, — я попробую найти еще одно решение этой головоломки!

И довольно быстро Илюша получил его.

— Вот еще! — сказал он весело. Но, присмотревшись, до​бавил: — Впрочем, это тот же самый квадрат, который у меня получился в первый раз, только переставленный. Левый стол​бец, начиная снизу, стал третьей строч​кой, средний столбец сделался второй строчкой,третий — первой. [image: image42.png]



Тут Илюша случайно взглянул в зеркало и увидел, что там его квадрат от​ражается еще по-иному 1.

— А вон, — весело воскликнул Илю​ша, — в зеркале еще решение! Ну-ка, я попробую теперь с большим Дразнилкой.

Но с большим Дразнилкой Илюша за​стрял основательно. Он высчитал, что должна получиться сумма столбца или строки, равная 34. Од​нако задачка оказалась довольно головоломной. Все-таки нако​нец он одолел этот упрямый квадратик. Его столбцы или строки тоже можно было переставлять и ловить отражение в зеркале со всех четырех сторон. Кроме того, оказалось, что если магический квадрат вращать вокруг точки, находив​шейся между четырьмя средними шашками, то есть во​круг центра коробочки, поворачивая каждый раз на 90°, то можно получить еще несколько квадратов. При первом пово​роте магического квадрата на четверть круга в положительном направлении, то есть против часовой стрелки, первая строка {116} превращалась в первый столбец, пово​рачиваясь так, что последняя ее шашка становилась верхней шашкой первого столбца, и так далее...
— Все-таки долго делать! — сказал Илюша. — А что будет, если взять ква​драт по[image: image43.png]10
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больше? Например, в двадцать пять клеток или в тридцать шесть. Со​всем пропадешь!

— Как ты скоро пропадаешь! — от​вечал Радикс.— Есть несколько спосо​бов составлять такие квадраты. Вот, на​пример, как строится серебряный ква​драт с нечетным числом клеток по старинному индийскому спо​собу. Представь себе, что твой квадрат со всех сторон окружен такими же квадратами; их всего будет восемь, то есть к каж​дой стороне твоего квадрата приставлен такой же квадрат и к каждому его углу тоже. Начинаешь ты с того, что ставишь единицу в среднюю клеточку первой строки. Затем дальше ты всегда двигаешься по диагонали снизу вверх и, следовательно, слева направо. Если пойдешь по диагонали от единицы, ты попадаешь в тот приставной квадрат, который стоит сверху, и двойка попадает на его последнюю строку. Ты ее сейчас же пе​реносишь в ту же самую клетку основного квадрата. Затем опять идешь по диагонали. Если ты снова попадешь в пристав​ной квадрат, то опять переносишь цифру в соответствующую клеточку основного квадрата. Если же, когда ты двигаешься по диагонали или переносишь цифру из приставного квадрата в главный, попадаешь в клеточку, которая уже занята, то ты ставишь эту цифру как раз под той же клеточкой, которую только что заполнил. Для тройного квадрата ты получаешь то, что нарисовано на этой странице.

Илюша попробовал сделать по этому способу серебряный квадрат с двадцатью пятью клетками и убедился, что индий​ский способ очень прост 1. Он отодвинул бумажку с цифрами и сказал:

— А все-таки хорошая книжка про мушкетеров! Он был молодчина, этот Арамис! Двести семьдесят семь пушечных ядер!..

— Положим, — заметил Радикс, — не двести семьдесят семь, а двести семьдесят шесть.

— Хм... — задумчиво протянул Илюша. — Ну, пусть две​сти семьдесят шесть. Это не так важно. На единицу больше, на единицу меньше...{117}

— Значит, в таком случае, ты не будешь спорить, когда тебе скажут, что одиннадцать равно двенадцати? Там ведь тоже на единицу разница.

— Ну, это совсем другое дело!.. Но я вот про что. А как он собирался быть пушечным ядром и сражаться сразу с две​надцатью врагами со всех сторон? Я что-то не пойму.

— Он был человек военный, — отвечал Радикс, — и, конеч​но, любил вспоминать о ядрах. Попробуй-ка сообразить: когда ядра уложены на земле в кучу, со сколькими ядрами соприка​сается каждое ядро, лежащее внутри кучи?

— Я где-то видел такую кучу, — припомнил Илюша, — кажется, во фруктовом магазине... Значит, я — ядро и лежу внутри кучи ядер. А все соседи нападают на меня. И сверху, и снизу, и со всех сторон! Сколько же их будет?.. Постой-ка! Ведь наверху лежит только одно ядро?

— Одно.

— Хорошо. Мне кажется, что об этом очень трудно рас​суждать...

— Постой! — перебил его Радикс. — А если я тебе пред​ложу несколько превосходных ядер?

Илюша обернулся и увидел, что на полу уже лежит ровная треугольная куча ядер. Ему показалось, что теперь он уже не запутается.

— Значит, — сказал он, — наверху одно ядро. Так! Теперь я его снимаю. Сколько во втором слое? Куча ядер треугольная, следовательно, и каждый ее слой — треугольник. Так?

— Конечно.

— Следовательно, самый малый треугольник, на котором лежит верхнее ядро, составлен из трех ядер. В нем есть толь​ко одна-единственная лунка, и в ней-то и лежало верхнее ядро. Теперь следующий слой, третий. Сбоку у него с каждой стороны по три ядра. Конечно, этот второй ядерный треуголь​ник тоже равносторонний, и сторона его равняется трем ядрам. В нем всего шесть ядер. Как он устроен? Очень просто. Взят второй слой из трех ядер, и к нему добавлено с одной стороны еще три ядра. В этом третьем слое есть четыре лунки, но из них идут в дело только три, потому что для четвертого ядра уже места нет. Теперь четвертый слой. Он получается из третьего путем добавления с одной из сторон еще четырех ядер. В нем всего десять ядер и девять лунок, но заняты толь​ко шесть — для остальных трех ядер нет места.

— Расскажи-ка мне подробно про эти лунки, — предложил Радикс.

Первый слой.

Второй слой.

Третий слой
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— Дело вот в чем: если я на чертеже соединю центры ядер прямыми, то из каждых трех ядер получу равносторон​ний треугольник, сторона которого равна диаметру ядра. {118} В четвертом ядерном слое всего десять ядер. Они образуют на чертеже (стр. 120) шесть за​[image: image46.png]


штрихованных («черных») тре​угольничков. Эти треугольнички соответствуют тем лункам, на которые можно положить ядра третьего слоя. Центры шаров (ядер) этого третьего слоя при​дутся как раз над средними точками этих треугольничков, и расстояния между ними опять будут теми же самыми. Но есть еще треугольнички, ко​торые не заштрихованы («бе​лые»): их три. Они-то и дают еще три лунки, на которые нельзя положить ядра, потому что расстояния от их средних точек до средних точек заштри​хованных треугольничков вдвое меньше, чем требуется. Но можно было бы, разумеется, по​ступать и наоборот, то есть пропускать «черные» лунки и класть ядра только на «белые».

Четвертый слой.

 — Хорошо, — отвечал Ра​дикс, — пусть будет так. Но как же ты решил насчет двенадца​ти ядер, с которых начался наш разговор?
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— Сейчас подумаю. Для этого я возьму тот же четвертый слой. В схеме треугольничков я оставляю без внимания три крайние точки — А, В, С. Тогда, если обвести жирной линией периметр оставшейся фигуры, получится шестиугольник, правильный, разумеется. В нем один шар (то есть одно ядро) посредине, а кругом шесть точек для ядер.

— Значит?

— Значит, кругом ядра, находящегося внутри кучи, лежат по сторонам шесть ядер.

Среднее   чер​ное ядро в чет​вертом слое — первое из тех, которые нель​зя увидеть сбоку.
— Ясно. А сколько лежит сверху его и снизу? Ну-ка, под​считай!
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— Так как мой шестиугольник состоит из трех «черных» треугольников, то, значит, он образует три лунки для ядер (остальные будут лишними), а следовательно, сверху можно положить три ядра. Снизу же седьмое, то есть центральное, {119} ядро, о котором мы толкуем с тобой, тоже опирается на три ядра, что ясно из тех же самых соображений. Итого: шесть, да три, да еще три — выходит двенадцать. Так оно и есть. Вот так здорово вышло!

Шесть  треуголь​ников четвертого слоя.
— Здорово-то здорово, но дело в том, что ты все это делал с ядрами в руках. А как бы это нам с тобой рас​судить вообще, не касаясь ядер? Вот что интересно.
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Илюша задумался. Ему казалось, что и без того все ясно, но высказать эту храбрую мысль он почему-то не ре​шился. Радикс немного поморщился и произнес: 

— Вот передо мной кучка ядер в два слоя: в первом слое, как обычно, одно ядро, во втором — три. Ясно?

— Вполне.
— Прелестно и очаровательно! Теперь пусть фигура не разрушается, пусть линии, соединяющие центры ядер, не рас​плываются и не укорачиваются, а ядра уменьшатся почти до размеров точки, только чтобы можно было заметить глазом.

Немедленно все совершилось как по-писаному. И вскоре перед Илюшей на полу стояла некая геометрическая фигура, очень похожая на те проволочные модели, с которых рисуют начинающие живописцы. Ядра стали толстыми «точками» в углах фигуры, а центры ядер соединились тонкими линиями.

Тетраэдр.

— Это, — сказал Радикс, — не что иное, как тетраэдр, один из правильных много[image: image50.png]


гранников, каждая грань которого есть равносторонний треугольник. Их всего четыре, столько же у него и вер​шин (вспомни, что в той фигуре, с ко​торой мы начали, было тоже четыре ядра), а ребер у тетраэдра шесть. Пять правильных многогранников были из​вестны еще грекам, в частности о них писал Платон, почему их нередко назы​вают платоновыми телами. Вот они ка​ковы: тетраэдр, ограниченный четырь​мя правильными треугольниками; окта​эдр, ограниченный восемью правиль​ными треугольниками; икосаэдр, огра​ниченный  двадцатью  правильными треугольниками; куб — известное тебе {120} тело, ограниченное шестью ква​дратами, и додекаэдр, ограничен​ный двенадцатью правильными пятиугольниками[image: image51.png]


.
Октаэдр.

Куб.
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Так вот, перед тобой здесь тетраэдр. Рассматри​вая его, можно легко понять, как лежат ядра в куче. Надо иметь в виду, что нужно уложить ядра так, чтобы они располагались наи​более плотно. Чтобы нам в этом разобраться, начнем с более про​стой задачи. Как уложить на плоскости возможно больше кру​гов, которые должны частично со​прикасаться, но нигде не перекры​ваться? Рассуждение приводит нас к выводу, что наиболее плот​ное (решетчатое) расположение кругов на плоскости получается, если центры трех кругов, из кото​рых только два лежат в одном ряду, образуют равносторонний треугольник, сторона которого, очевидно, равна диаметру круга. Когда мы теперь переходим к рас​положению не кругов на плоско​сти, а шаров в пространстве, то очевидно, что пока речь идет о расположении шаров в один слой, остается верным правило разно​стороннего треугольника, которое мы формулировали для кругов на плоскости. Но когда дело касается наиплотнейшего    расположения шаров в пространстве, тут задача несколько усложняется. Как ты уже отметил (и совершенно пра​вильно), мы не имеем возможно​сти укладывать шары в следую​щем слое в каждую лунку — для этого шары слишком велики, — следовательно, нам надо выбирать те или иные лунки. Ты сам это заметил, когда говорил о шести​угольнике. Помнишь? 

— Конечно, помню. {121}[image: image53.wmf]).
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— Так вот. Для изображе​ния двух слоев ядер ставим ря​дом три тетраэдра, чтобы их со​прикасающиеся точки слились.

Немедленно перед Радиксом стали на полу три тетраэдра, и указанные точки слились.

Икосаэдр.

Додекаэдр.

— Так, — сказал Илюша, — теперь я как будто понимаю. Точки в углах тетраэдров — это ядра. В нижнем ряду шесть ядер, в верхнем — три. Все пра​вильно. Основание каждого те​траэдра — это те треугольнич​ки, которые мы называли «чер​ными». А треугольник, который лежит в глубине впадины между тремя тетраэдрами, назывался у нас «белым». Его мы про​пускаем. То есть здесь среди шаров и будет та лунка, которую мы не заполняем. А если я сверху, на вершины этих трех те​траэдров, поставлю еще один так, чтобы три точки его основа​ния слились с тремя вершинами нижних трех тетраэдров, то ясно, что на трех шарах будет лежать один. Я получу тогда один большой тетраэдр. Теперь я понял.

Наиболее плотное расположе​ние кругов на плоскости.
Четыре тетраэдра (план). За​штрихованные   треугольни​ки — основания трех нижних тетраэдров; кружки — верши​ны этих тетраэдров (А, В, С);
звездочка — положение верх​него шара, то есть вершины четвертого тетраэдра, осно​вание   которого   совпадает с пунктирным треугольником AВС.
— Но это еще не все, — добавил Радикс. — Дело в том, что наиплотнейшее располо[image: image55.png]


жение шаров в пространстве, даже в три только слоя, зависит от того, в какие лунки ты кладешь ядра и какие ты пропускаешь. Чтобы это стало совершенно ясным, составим тетраэдры в два слоя так, чтобы соприкасаю​щиеся углы их совпали, и допустим, что эти два слоя тянутся безгранично далеко. У каждого из тетраэдров есть вершина, которая изображает в нашей схеме шар второго слоя. Теперь я хочу добавить еще третий слой, но добавить его не сверху, а снизу. И при этом я мо​гу действовать двумя спо​собами. Либо я к каждому основанию моего тетраэдра приклею основание еще одного (чтобы они совпа​ли и слились воедино), и тогда вершина второго тетра[image: image56.png]


эдра будет стоять симметрично относительно вершины первого. Это пер​вый способ наиплотнейше-го расположения шаров в {122} пространстве. Однако можно действовать и по-другому, то есть приложить основание вто​рого тетраэдра к той впадине, которая образуется между дву​мя рядом стоящими тетраэдра​ми. Тогда третий, нижний слой шаров будет расположен так, что его можно перевести в пер​вый при помощи того же сме​щения, которое переводит пер​вый ряд во второй. Комбинируя эти  два основных способа укладки, можно получить раз​личные расположения шаров в пространстве. Так вот, куча из ядер, о которой мы с тобой сейчас толкуем, построена по...
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— Второму способу! — за​кончил Илюша. — Ну, теперь ясно, что на Арамиса должны нападать трое сверху, трое сни​зу и шесть человек со всех сто​рон! Выходит не так, как все​гда говорят: «со всех четырех сторон», а со всех двенадцати сторон! Интересно, сколько же в куче будет всего ядер? Навер​ху — одно, в следующем слое — столько, сколько видно сбоку в первом треугольнике, то есть три, а в следующем — столько, сколько во втором треугольни​ке; это будет еще на три ядра больше, значит, шесть. Потом будет уже на четыре больше — десять. Как же считать?

— Об этом ты узнаешь в Схолии Одиннадцатой, а пока продолжай складывать. 
— В первом и втором слоях вместе: один да три — четыре.

— Квадрат двух, — подска​зал Радикс. — А во втором и третьем?

Четыре тетраэдра (вид сбоку).
— Три и шесть — девять, {123} опять квадрат. А шесть и десять — шестнадцать, опять квадрат. Как интересно! Значит, очень просто эти слои считать: вычти число последнего слоя из следующего квадрата и получишь то, что надо. Следующий квадрат будет двадцать пять. Вычитаю десять, и выходит пятнадцать. Так?
— Твое наблюдение правильно. Это треугольные числа.

— Как интересно! — воскликнул Илюша. — И для всякого числа есть свое название! А выходит, что шесть — это очень знатное число: оно и совершен​ное и треугольное! Теперь: сколько же всего ядер выходит в куче? Один слой — одно. Два слоя — четыре. Три слоя — де​сять. Четыре слоя — двадцать. Пять слоев — тридцать пять.

— А это пирамидальные числа.

— Ну да, потому что выхо​дит пирамида из ядер.

Первый способ наиплотнейшего расположения шаров. Шары верхнего слоя (кружки) закрывают шары ниж​него слоя (крестики).
— Конечно, — сказал Ра​дикс. — Такое расположение шаров имеет важное значение [image: image58.png]AN




при изучении места отдельных атомов или молекул в кристаллах. Они там тоже так уложены. Представь себе, что математики пришли к этой мысли раньше, чем физики! И все эти числа получить очень просто. Возьми-ка мел и пиши. В первом столбике напиши од​ну под другой пять единиц; во вто​ром — те числа, которые ты видишь в пирамиде ядер сбоку; в третьем стол​бике — треугольные числа, а в четвер​том — пирамидальные.
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Илюша взял мел и написал то, что изображено справа.

1
1
1
1

1
2
3
4

1
3
6
10

1
4
10
20

1
5
15
35

— Смотри, какая у тебя получилась табличка. Каждое число в любой строке равно сумме того числа, которое стоит над ним, и того, которое стоит слева от него. Видишь?

— Верно, — отвечал Илюша. — Например, десять равно шести плюс четыре!

Строение селитры по М. В. Ломоносову (1763 г.).

— А теперь, — продолжал его друг, — ты видишь, что эту табличку очень легко про​должить по этому правилу. Добавь-ка еще четыре еди​нички в первой строке и три в первом столбце и заполни таблицу. И в каждой строке пиши одним числом меньше, чем в верхней. Ну-ка, пиши поскорей!
Илюша написал единицы, и у него получилась таблич​ка, изображенная слева.
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— Это тот самый, про которого ты вспоминал, когда Ве​ликий Змий пришел пробирать нас? — спросил Илюша.

— Он самый, — торжественно произнес Радикс. — Эту табличку до Паскаля, веком раньше, построили итальянские математики. Но в то время известия о новых открытиях рас​пространялись не так быстро, как теперь. Мало того, что этот треугольник дает натуральные числа, треугольные, пирами-{125}дальние и многие другие, которые в общем называются фигурными чи​слами, он дает еще более полезные и важные указания. Вот я его сейчас перепишу по-другому.
Радикс взял мел и написал то, что изображено слева.

— Посмотри, — сказал он. — Те​бе эти цифры ничего не напоминают?

Илюша внимательно посмотрел новую табличку, подумал, потом сказал:

— Один, два, один — это похоже на сто двадцать один, то есть на ква​драт одиннадцати. Потом Илюша взял мел и начал что-то старательно мно​жить.

— Четвертая строка, — сказал он, — это будет куб одинна​дцати, а пятая — четвертая степень одиннадцати.

— Правильно, — отвечал Радикс. — Ну, а кроме этого, ты ничего не замечаешь?
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— Нет, — сказал Илюша, подумав, — больше, кажется, ни​чего.

— А помнишь ты формулу квадрата и куба суммы?

— Конечно!

— А как там идут коэффициенты?

Илюша помолчал, посмотрел на Радикса, потом на таблич​ку и затем написал:

(а+b)2 = а2 +2аb + b2.

(а + b)3 = а3 + 3а2b + 3аb2 + b3.

Внимательно посмотрев на эти хорошо знакомые формулы, а затем снова на табличку Радикса, Илюша сказал:

— А ведь верно! Если взять квадрат суммы, то при а2 ко​эффициент единица, при аb — двойка, а при b2 — снова единица, то есть коэффициенты идут, как в третьей строке: 1—2—1. И в кубе суммы тоже идут, как в четвертой строке: 1—3—3—1.

Илюша умножил куб суммы на первую степень суммы и, довольный, сказал:

— Ну это просто замечательно! И в четвертой степени у нас получается:

(а + b)4 = а4 + 4а3b + 6а2b2 + 4аb3 + b4,
и, значит, коэффициенты идут опять, как здесь, в последней строчке: 1—4—6—4—1. {126}

— Ну, так вот, — продолжал, улыбаясь, Радикс, — значит, с помощью этого треугольника, если ты его продолжишь (а как ты видел, это очень просто), ты можешь написать сумму в любой степени. Ты должен только запомнить еще одно не​хитрое правило: степени первого слагаемого уменьшаются от той степени, в которую ты возводишь сумму, до нулевой, а степени второго слагаемого идут как раз в обратном порядке— от нулевой до старшей.

— Действительно так, — сказал Илюша, посмотрев на чет​вертую степень суммы.

— И это еще не все, — сказал Радикс. — Ты еще немало узнаешь в дальнейшем про эти числа. Они многое могут де​лать. Узнаешь также, что у Арамиса были весьма серьезные основания интересоваться этим треугольником (АЛ-I, XII).

— Вот почему он и сказал про двести семьдесят шесть ядер?

— Двести семьдесят шесть и двести пятьдесят три — это два пирамидальных числа. Но тут есть вещи и посерьезнее. Дело в том, что этот треугольник учит храбрых пушкарей не только складывать ядра в кучи: он учит их еще и стрелять из пушек! А самое главное, он учит их попадать этими ядрами как раз туда, куда следует, чтоб отвадить непрошеных гостей, которые падки на чужое добро! {127}
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Схолия Восьмая,

из которой любезный читатель узнает о том, как некий скром​ный знак препинания отправляется прогуляться по бережку весьма живописной речки, но никто из присутствующих никак не может понять, по какому берегу он идет — по этому или по противоположному. Наши друзья пытаются разрешить это не​бывалое затруднение при помощи карманных часов, но из этого ничего не выходит, потому что эти часы ведут себя не только весьма двулично, но, сверх того, еще находятся в самой тесной дружбе с одним несговорчивым зверьком, по имени спрут. Однако доблестный Илья Алексеевич, не теряя при​сутствия духа, бросается на своего страшного врага с ножни​цами и после пятикратного боя выходит из этой борьбы побе​дителем. Естественно, что ему дается награда за этот знамени​тый подвиг, благодаря чему он и получает возможность потро​гать собственными руками ту самую таинственную бутылку, в которой сидел ужасный джинн из арабской сказки, причем талисман, которым был на тысячи лет запечатан в этой бутыл​ке джинн, оказывается троюродным внуком одного нашего хорошего знакомого.

— Вот что, — сказал Радикс, забираясь в кресло, — ты ведь еще спрашивал насчет двери в домик Розамунды. Понрави​лась? А ведь признайся: в качестве двери в волшебное цар​ство — устройство самое подходящее! А между тем эту дверь очень легко сделать. {128}

Он протянул Илюше ровную четырехугольную полоску бу​маги. На четырех углах ее стояли буквы А, В, С, D.

— Ну-ка, сверни ее кольцом.

Илюша свернул.

— А теперь поверни один конец на сто восемьдесят граду​сов, то есть обратной стороной, так, чтобы буква С пришлась против А и В — против D. Нажми хорошенько, и концы склеятся.
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Илюша так и сделал. И у него в руках оказалась бумажная фигурка, которая нарисована внизу.

— Ну, вот и дверь, — сказал Радикс.

— Как так? — спросил Илюша в недоумении, разглядывая бумажную фигурку.

— А очень просто, — отвечал ему его приятель. — Это од​носторонний Мебиусов лист.

(Вырежь скорее себе полоску бумажки, склей ее, как по​казано на картинке. Бери полоску в 25 см длиной и в 3 см шириной.)

— Вот какая странная бумажка! — сказал Илюша.— Дей​ствительно ты прав, — эта дверь как раз так и была устроена. Теперь я как будто понимаю, как я очутился с другой сто​роны, не переходя через край. Какая интересная поверхность!
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— Ну, — сказал Радикс, — это еще что! Наш Бушмейстер еще и не такие чудеса может показывать.

— А кто такой Бушмейстер?

— А это такая змея водится в Гвиане. Страшно ядовитая, а хитра, как сам сатана. Правда, она двусторонняя. Но наша поверхность то​же очень хитрая, мы ее и прозвали Бушмейстером. Однако с бумажкой нам будет не очень удобно. Лучше мы попросим на​шего Бушмейстера явить​ся к нам сюда собственной персоной. А вот и он! Про​шу любить да жаловать. {129}

И перед Илюшей повисла в воздухе Мебиусова поверх​ность, но довольно большая, около метра с лишним, а ширина ленты была сантиметров тридцать. Сделан был милейший Бушмейстер не из бумаги, а из почти совершенно прозрачного стекла. Илюша обошел его со всех сторон и заметил, что лен​та, из которой сделана односторонняя поверхность, была со​вершенно лишена толщины, как и полагается настоящей гео​метрической поверхности, однако была очень крепкая.

— Ну-с, — сказал Радикс, — надо тебе с ним познакомить​ся. Вот тебе карандаш. Проведи-ка вдоль всего Бушмейстера линию, но только с одной стороны. Начни, например, отсюда. Попросим его на минуту сделаться непрозрачным.

— Попробую, — сказал Илюша и взял карандаш. — Вот. И линия у меня сомкнулась, совсем как на обыкновенной ленте.

— Ты думаешь? А ну-ка, покажи мне теперь ту сторону Бушмейстера, на которой ты не проводил линию. Илюша посмотрел снизу и воскликнул:

— Я вел линию все время с одной стороны, но она оказа​лась и там тоже! Выходит, что у него одна только сторона и есть. Он действительно односторонний!

А Бушмейстер мгновенно полинял и снова стал про​зрачным.

Однако когда мальчик через минуту взглянул на Бушмей​стера, он заметил, что теперь по самой середине поверхности течет речка из темной, непрозрачной жидкости. Речка текла в одном направлении и представляла собой движущуюся ленту из жидкости, вставленную в эту стеклянную ленту. Почему эта жидкость не проливалась? Однако если в этом мире Буш​мейстер может сам по себе висеть в воздухе, то почему бы не висеть и речке?

Затем Радикс положил на ладошку Илюше что-то совсем крошечное и черненькое.

— Что это такое? — удивленно произнес мальчик.

В ответ с его ладошки раздался тоненький, еле слышный писк:

— Я— Точка! Геометрическая Точка. Неужели не узнал?

Илюша начал было рассматривать свою новую знакомку, но Радикс сказал ему:

— Ну-ка, брось Точку в эту речку.

Илюша бросил Точку, и она поплыла по течению вокруг по всей ленте, вернулась на старое место и опять поплыла в том же направлении. Так что Илюша еще раз мог убедиться, что конца у этой поверхности, как и у окружности, нет.

— Ну, а теперь, — продолжал Радикс, — выуди ее оттуда и положи на бережок, который около тебя. {130}

Илюша выловил Точку и положил ее на берег речки.

— На какой берег ты ее положил? — спросил Радикс.

— Если я стану лицом по течению реки и буду смотреть на ленту сверху, — отвечал Илюша, — то, значит, она лежит на правом берегу.

— На правом? — переспросил Радикс.

— Да, — ответил Илюша.

— Так, — ответил Радикс, — на правом так на правом. Так и запишем: Точка находится на правом берегу речки.

Точка легла на плоскость. Однако лента была настолько тонка, что Точка прошла ее всю насквозь, как чернильная клякса на промокашке, и ее на ленте было отлично видно как сверху, так и снизу.

    — Готово! — пискнула Точка из плоскости.
— Прелестно! — отвечал ей Радикс. — А теперь я попрошу тебя, любезная Точечка, двигаться по берегу вниз по течению речки, но, пожалуйста, двигайся как можно медленнее.  
Точка послушалась и медленно поплыла внутри ленты. Илюша отлично видел ее.

— А ты, Илюша, — сказал Радикс, — следи за ней. И как только ты ее снова увидишь сверху, скажи ей, чтобы она оста​новилась. Понял?

— Понял, — отвечал Илюша.

Точка медленно подошла к тому месту, где лента Буш​мейстера поворачивала вниз, исчезла на миг, появилась на сгибе и опять исчезла. Затем Илюша увидел, как она появи​лась с другого края и начала двигаться вверх. Когда она по​дошла к нему поближе, Илюша скомандовал:

— Точка,стоп!

Точка остановилась.

— Ты ее видишь? — спросил Радикс.

— Вижу, — ответил мальчик.

— Ясно видишь?

— Совершенно ясно. Она ведь прошла насквозь через ленту.

— Можешь ты мне ответить, на каком она берегу? Только посмотри повнимательней.

Илюша посмотрел и ответил:

— Я смотрю опять сверху. И берег определяю так же, то есть по течению речки. Но только... только... хм... Вот уж я не знаю...

— Чего ты не знаешь?

— Она сейчас на другом берегу!

— На каком другом?

— На левом.

— А ты не ошибаешься? {131}

— Да нет, — ответил Илюша, — я не могу ошибиться, по​тому что даже поставил мелом крестик на том месте, куда ее положил. И вот крестик остался на правом берегу, а она на ле​вом... Послушай, Радикс, а можно, чтобы она еще раз пошла?

— Прошу, — отвечал тот.

— Точка, — сказал Илюша, стараясь говорить как можно более внятно и определенно, — продолжай двигаться в том же направлении, в каком ты двигалась, и так же медленно. По​няла?

— Как не понять! — раздался тоненький писк, и Точка по​плыла вдоль по ленте.

Через некоторое время она появилась на правом берегу, около крестика. Илюша не остановил ее, она пошла дальше и снова появилась на левом берегу.

— Значит, — сказал в раздумье Илюша, — ей надо обойти плоскость эту два раза, чтобы попасть на то же самое место.

— Точно! — отвечал Радикс.

— А когда она плыла по поверхности речки, ей надо было обойти плоскость только один раз, — сказал Илюша.

— В этом роде, — рассеянно отвечал Радикс. — Однако это еще не все. Ну, ты, Точка, можешь теперь исчезнуть! Благо​дарю.

Точка немедленно исчезла, вслед за ней исчезла и речка.

— Вот тут у меня часики есть, — продолжал Илюшин друг, — посмотри-ка!

Илюша взял со стола обыкновенные карманные часы. Впрочем, при ближайшем рассмотрении они оказались не со​всем обыкновенными, потому что были плоские и очень тон​кие, примерно в миллиметр толщины, и совершенно прозрач​ные, так что стрелки можно было видеть с обеих сторон. Шли они очень быстро, и поэтому Илюша ясно видел, как бежит большая, минутная стрелка. Часовая двигалась медленнее, но и ее движение было заметно.

— Положи их на Бушмейстера около твоего крестика, предложил Радикс.

Илюша положил их на самый крестик.

— Ну-ка, часики, — сказал Радикс, — прошу вас, прини​майтесь за работу.

Часы сразу ушли в ленту так же, как это сделала Точка. Они медленно двинулись в путь вдоль ленты вперед, по тому же направлению, по которому раньше текла речка, словно они были вставлены в ленту. Илюша внимательно следил за ними. Часики плыли, плыли и наконец показались около самого кре​стика.

— Стойте! Стойте! — закричал Илюша вне себя от удив​ления. {132}

Часики остановились око​ло крестика, а Илюша смо​трел на них и ничего не по​нимал. [image: image62.png]


 Циферблат был виден как будто отраженный в зеркале. Стрелки бежали с прежней быстротой, но уж теперь в обратную сторону, следуя движению перестав​ленных цифр: против часо​вой стрелки!
— Теперь уж я совсем ничего не понимаю! — вос​кликнул Илюша в отчаянии. — Ну, идите дальше!

Стрелки показывают, как двигалась Точка.
Часы послушались и через некоторое время снова появи​лись у крестика. Теперь у них опять был обычный циферблат, и их стрелки двигались нормально. Затем они вновь появились около крестика, и тут стрелки опять бежали в противополож​ную сторону.

— Нет, — сказал Илюша, — этого я не могу понять. Они где-то меняют направление движения стрелок.

— Ты думаешь? — спросил Радикс. — Ну хорошо, поста​райся проследить, где именно это происходит. Вот тебе вто​рые часики, такие же. Оставь одни часы около крестика, а сам следи за теми, которые будут плыть в ленте.

Илюша послушался и заметил, что часы, за которыми он следил не отрываясь, ведут себя обычно. Но когда часы добра​лись до крестика и оказались рядом с теми часами, которые там оставались, Илюша с удивлением обнаружил, что теперь те часы, которые не двигались, идут в противоположную сто​рону.

— Может быть, — произнес в недоумении Илюша, — я про​сто смотрю теперь на них с другой стороны ленты?

— С другой стороны? — спросил Радикс. — А когда же ты успел перебраться на «другую сторону»? И что это за «другая сторона»? Ты ведь, кажется, убедился, что у этой поверхности только одна сторона и есть.

— Но мне кажется, что на часы я смотрю с другой сто​роны!

— Хм... — иронически промолвил Радикс. — Но вот то-то и удивительно, что, оставаясь с той же стороны поверхности, ты ухитрился на часы посмотреть «с другой стороны». Нет, тут дело немножко похитрее. Если эти часы принадлежат лен​те, вделаны в нее, то и о них уже нельзя сказать, где у них одна сторона, где другая.

— Да, — сказал Илюша. — Но если лента и часы непро-{133}зрачные, они будут в том же месте с другой стороны ленты, и я их не увижу.

— Это так, но если ты хочешь рассуждать о поверхности, у которой нет никакой толщины, то лучше представлять себе ее прозрачной, как мы с самого начала и сделали. А ты рас​суждаешь о листке бумаги — это уже, собственно говоря, удвоенный Бушмейстер или, если хочешь, Бушмейстер «в чех​ле». Но и на нем происходят удивительные вещи: не пересе​кая края, ты можешь непрерывным движением перейти из точки, которая находится с одной стороны и тебе видна, в точ​ку противоположной «в этом месте» стороны, от тебя закры​той. Ты совершенно правильно выразился сейчас, сказав «в том же месте с другой стороны». Если вырезать маленький кружок из Бушмейстера, то этот кружок будет такой же дву​сторонний, как и кружок, вырезанный из самой обыкновенной ленты. Но если его окрасить в разные цвета с разных сторон (например, с одной — в синий, а с другой — в красный), потом вставить обратно в ленту и закрасить соседние части ленты в цвет, одинаковый с цветом примыкающей стороны кружка, то может сначала показаться, что закрашены в разные цвета раз​ные стороны поверхности. Но это можно сделать именно толь​ко «в данном месте». Если раскрашивать ленту дальше, то си​ний и красный цвета столкнутся. Где это случится? Сразу «на обеих сторонах»? Или «на одной из них»? Значит, у Бушмей​стера, если взять его в целом, действительно нет возможности разграничить одну и другую стороны. Вот поэтому-то мы и на​зываем его односторонним!

Радикс посмотрел на Илюшу, улыбнулся и промолвил:

— Можно проделать еще один интересный опыт с Буш​мейстером, который, я надеюсь, покажется тебе более понят​ным. Пусть снова вдоль всего Бушмейстера, посредине, будет течь широкая речка.

Немедленно на Бушмейстере снова появилась речка.

— Выстроим на речке плотину, — сказал Радикс,— то есть превратим речку в пруд.

Речка сейчас же сделалась спокойной, как пруд, а на Буш​мейстере появилась плотина, образовавшая широкую перемыч​ку между тем берегом речки, у которого стоял Илюша, и про​тивоположным.

— Теперь, — продолжал Радикс, — я беру двое обыкновен​ных на вид карманных часов. Одни я положу в виде островка в пруд слева от плотины, а другие — справа. Сейчас и те и другие часики стоят, а идти они начнут по команде нашей старой приятельницы — Точки.

Немедленно недалеко от плотины на поверхности Бушмей​стера показалась и Точка. {134}

— Теперь, — сказал Радикс, — мы пустим нашу Точку в обход пруда, причем она отправится с нашей стороны плотины на другой берег, а затем повернет направо и отправится в об​ход по берегу. Позволим ей кружиться вокруг нашего пруда в одном и том же направлении столько, сколько ей вздумает​ся. А теперь слушайте меня, вы, часики ВОЛШЕБНОГО ДВУ​РОГА!

— Тик-так. Слу-тик-ша-так-ем-тик-так! — ответили двое ча​сиков. — Тик-так. Вот-как! Тик-так.

— Ну-ну! Потише! — заворчал на них Радикс. — Идти еще вам не полагается. Но вы должны пойти, когда каждым из вас скомандует Точка, проходя мимо. И при этом каждые из вас должны пойти так, чтобы ваши стрелки побежали в том же направлении, в котором вас огибает Точка, как будто она зацепила концы стрелок и увлекла их за собой.

Часики в один голос отвечали, что они поняли и так и сделают.

— Точка, вперед! — скомандовал Илюша.

Точка двинулась вперед, перешла через плотину и скоман​довала правым часикам: «Шагом марш!» Первые часики не​медленно пошли в обычном направлении — «по часовой стрел​ке», так как Точка, пройдя плотину, повернула направо по берегу пруда и проследовала дальше по изгибу ленты Буш​мейстера. Через минуту она появилась снова: Илюша увидел ее слева от плотины, но, к своему удивлению, не на противо​положном берегу, а на том самом, с которого она ушла. Точка снова скомандовала, на этот раз левым часикам: «Шагом марш!» Часики затикали, а Точка, пройдя через плотину и продолжая огибать левую сторону пруда, повернула налево и продолжала свое движение в том же направлении по ленте Бушмейстера.

Илюша наклонился над левыми часиками и убедился, что они идут полным ходом, но в направлении «против часо​вой стрелки», то есть в том направлении, которое в мате​матике называется положительным направлением вра​щения.

— Вот так история! — сказал Илюша.— Часики идут в раз​ные стороны, а Точка обходит пруд все время в одном направ​лении. Как же это так выходит?..

Илюша еще раз проследил за Точкой и за часиками, по​смотрел на все это очень растерянно и почесал в затылке.

— А здорово получается! — произнес наш герой. — Сперва Точка по моей команде идет вперед и пруд у нее справа. А когда она снова, объехав всего Бушмейстера, подходит к за​пруде, то пруд оказывается от нее слева... И если даже я просуну голову снизу и буду смотреть как бы «с другой сто-{134}роны», то опять получается, что сначала пруд у нее слева, а потом справа! И где она меняет свое «правое» на «левое», я найти не могу...

— Вот видишь, — промолвил Радикс наставительно, — на нашей поверхности не только нет «двух различных сторон», на ней нельзя установить и определенного «направления вра​щения». Одно и то же движение ты можешь воспринимать как вращение в обычном направлении часовой стрелки и одно​временно в противоположном. Ведь ты, например, не можешь сказать, как твоя Точка обходит пруд: по часовой стрелке или против? Одно направление непрерывно переходит в другое, когда Точка обегает вокруг ленты.

— Это ужасно трудно понять! — сказал Илюша. — Кажет​ся, просто кусочек бумажки, а показывает какие чудеса!

— То-то и дело! Вот ты и мотай на ус! Ну, теперь еще одно крохотное чудо. Друг сердечный, Бушмейстер, а ты не мог бы немного уменьшиться?

Бушмейстер послушался и уменьшился примерно вдвое.

— Так-с, — сказал Радикс Илюше, поглядывая на него не​много иронически. — Вот что: возьми ножницы. Как ты ду​маешь, можно нашего друга Бушмейстера разрезать вдоль по самой серединке?

— Наверное, можно, — сказал не совсем уверенно Илюша.

— А что из этого получится?

— Ну... получатся... два Бушмейстера. Вот и все.

— И больше ничего?

Илюша задумался и посмотрел внимательно на Бушмей​стера.
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— Ах нет! — сказал он. — Не только... будет, конечно, два Бушмейстера, но они друг за друга зацепятся... ну, как кольца в цепочке.

— Та-ак-с... — протянул  Радикс. — Давай попробуем! Возьми-ка ножницы и разрежь его, беднягу, вдоль всего брюха, которое в то же время служит ему спиной. Посере​динке. Как есть на свете го​ловоногие существа, так и Бушмейстер есть существо спиннобрюхое. Ну-ка, режь! Посмотрим, что он запоет.
Оказалось, что стекло, из которого был сделан Буш​мейстер, прекрасно режется обыкновенными ножницами. Илюша резал, держась самой середины ленты, добрался до того места, с которого начал {136} резать, и сделал последнее движение ножницами. Разрезы со​мкнулись. Илюша вскрикнул и отскочил в сторону. На мгнове​ние он испытал то же самое, что испытывает хорек, около кото​рого мелькнут стальные челюсти капкана, или то, что испыты​вает водолаз, который глубоко под водой встретится внезапно со спрутом. Он глядел на то, что получилось, и глазам не ве​рил. (А что получилось? Этого рассказать нельзя! Бери скорее ножницы и попробуй разрезать своего маленького бумажного Бушмейстера, как разрезал Илюша. И ты все узнаешь!)

— Ну? Как тебе это нравится? — спросил, улыбаясь, Ра​дикс. — Ты, кажется, этого не ожидал?

— Нет, никак не ожидал.

Илюша обошел около того, что получилось из разрезан​ного Бушмейстера, постоял, подумал, а потом сказал:

— Теперь я, кажется, понимаю, почему Точке надо было его обойти два раза, чтобы попасть на старое место.

— Да, — сказал Радикс, — наш Бушмейстер до того лу​кав, что сразу не скажешь, что он выкинет.

— Какая хитрая штука! И я все-таки не совсем понял. Я, кажется, догадываюсь, что так должно быть, но не могу объяснить, как это происходит и почему. Только ты не смейся!

— Так бывает, — отвечал Радикс, — и нередко. В этом нет ничего смешного. Но только этого еще мало. Надо все разо​брать до конца и понять. Значит, ты за какую-то ниточку ухватился. А что это за ниточка? Где ее конец? Надо добить​ся, чтобы никаких сомнений не осталось.

— Я вот еще хотел что спросить: нельзя ли из Бушмей​стера вырезать такую фигуру, чтобы опять получился Буш​мейстер?

— Почему нельзя? Можно! Только в таком случае нужно действовать по-другому, — ответил Радикс. — Если ты хочешь вырезать из бумажного кружка другой кружок, поменьше, ко​торый, естественно, будет подобен первому, ведь ты не станешь резать первый кружок поперек, по диаметру?

— Ну конечно, нет! Что же это будет за подобие?

— А как же ты поступишь?

— Очень просто! Проколю кружок ножницами, а потом вырежу из серединки маленький кружок. Вот и все. Будет колечко и маленький кружок.

— Так... А теперь сообрази, как можно сделать нечто в том же роде и с нашим другом Бушмейстером.

Илюша задумался, стараясь сосредоточиться.

— Постой! — сказал он. — Ведь Бушмейстер очень похож на цилиндр, открытый снизу и сверху, то есть я хочу сказать, что Бушмейстер похож на цилиндрическую трубу. Но только один край у него перевернут на сто восемьдесят градусов. {137}
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Радикс кивнул.
— Если я у него отре​жу край... Нет, так не выйдет! Если я буду отре​зать у него край, это опять будет то же самое, как если резать посерединке, только поближе к боку. Никак не поймешь, как с ним быть! Если я отре​жу у цилиндрической тру​бы край, то это будет опять    цилиндрическая труба, только покороче. А здесь так нельзя.

— А если ты отре​жешь у твоей цилиндриче​ской трубы еще другой край?

— Тогда будет три ко​ротенькие трубы, вот и все.

— Хм... — неопределенно промычал Радикс.

Опять Илюша замолчал и задумался.

— Нет, — сказал он наконец, — надо попробовать раз​резать Бушмейстера не один раз вдоль, а два раза, то есть разрезать его не надвое, как я пытался сделать, а натрое? Я буду резать так, чтобы разрезы шли вдоль всего Бушмей​стера параллельно, на равном расстоянии друг от друга. И начну так, чтобы отрезать от него ровно треть его ширины.

— Попробуй.

Илюша подошел к Бушмейстеру и начал резать 1.
К удивлению Илюши, хотя он, по его расчету, уже отрезал один край, разрез не сомкнулся. Когда дело подошло к концу, Илюша последний раз нажал на ножницы и отскочил в сто​рону.

Бушмейстер метнулся своими петлями сразу во все сто​роны и неподвижно повис в воздухе.

Илюша подошел, посмотрел очень внимательно, потому что разобрать сразу, что вышло, было не так-то просто, а потом воскликнул:

— Ура! Получился маленький Бушмейстер! Маленький Бушмейстер!

Илюша даже подпрыгнул от удовольствия.

— Но только он зацепился за свой собственный край. Как интересно!

Илюша долго ходил вокруг того, что у него получилось, а затем сказал:

— Слушай, Радикс, мне хочется еще одну штуку попробо​вать. Попроси его, чтобы он опять сложился.

Но Бушмейстер не заставил себя долго просить и через секунду снова уже висел в своей первозданной красоте.

— Я хочу его теперь разрезать так, как я резал первый раз, — промолвил Илюша. — А потом еще раз тем же спосо​бом. Я его делил на две части, потом на три, а теперь хочу поделить на четыре.

Илюша разрезал Бушмейстера надвое. Бушмейстер снова заплясал в воздухе, завинтившись петлями, а потом успокоил​ся и повис неподвижно, по своему обыкновению.

— Теперь-то я уж знаю, что будет! — сказал Илюша, принимаясь резать разрезанного надвое Бушмейстера снова вдоль, во второй раз. — Он теперь еще длиннее станет!

Когда Илюша кончил резать, причудливые петли Бушмей​стера снова бурно заплясали в воздухе. А когда танец торже​ствующего Бушмейстера окончился, мальчик подошел и начал внимательно его рассматривать.

Оказалось, что хитрый Бушмейстер опять обманул Илюшу! [image: image65.png]



— Да как же это так вы​ходит? — размышлял Илю​ша вслух.
— Ну, — сказал    Ра​дикс, — помоги ему, Буш​мейстер! Что ж ты его му​чаешь? Разве так с гостями поступают?

В ответ Бушмейстер воз​мущенно зашипел, точь-в-точь как шипит змея, и весь {139} заходил ходуном от негодования, но потом все-таки начал мед​ленно прибирать свои петли. Через минуту он был целехонек. Илюша подошел и заметил, что Бушмейстер несколько изме​нился в цвете. Если смотреть на него сверху, то левая поло​вина его ленты стала красной, а правая — синей. При этом Бушмейстер стал непрозрачным, а лента его стала потолще. Илюша посмотрел, провел по Бушмейстеру пальцем и обнару​жил, что если идти по красной полосе, то и придешь на крас​ную, а если по синей — только и будешь ходить по синей. Илюша снова взял ножницы и опять начал старательно резать Бушмейстера, ведя разрез как раз по границе между синей и красной половинками. Когда он кончил, Бушмейстер в полном восторге заплясал в воздухе, а потом опять успокоился. Маль​чик начал внимательно разглядывать все его петли, которые так напугали его в первый раз.

Долго он рассматривал эти загадочные причуды Бушмей​стера и вдруг воскликнул:

— А-а! Вот оно что! Да, действительно, он мне помог. Спасибо тебе, Бушмейстер! Теперь мне понятно, в чем дело. Он перестал быть односторонним.

Действительно, одна сторона разрезанного Бушмейстера была вся синяя, а другая — вся красная. Правда, сразу это было очень трудно заметить из-за сложных петель, но когда Илюша провел по красной стороне пальцем, он убедился, что так действительно и есть.

— Но все-таки, — опять запутался мальчик, — почему же он удваивается, если резать еще раз?

Илюша потер лоб в недоумении и наконец догадался.

— Ну да, — медленно произнес он, — значит, когда его раз​режешь, он превращается в цилиндрическую трубу, только перекрученную, потому что у него теперь две стороны. А если {140} разрезать  трубу,  то,  конечно,  получится  две  трубы. Теперь ясно. Я прямо замучился с 
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этим Бушмейстером!

— А почему же он превращается в цилиндрическую тру​бу? — спросил Радикс.

— Потому что ведь у Бушмейстера один край, или, ска​жем, ребро...

— Верней сказать, — поправил его Радикс, — у него один берег. А если ты его разрезаешь и твой разрез смыкается, то, следовательно, ты прибавляешь ему еще берег. И тогда он перестает быть односторонним.

Бушмейстер снова свернулся по-старому. И опять стал про​зрачным и тонким.

— Ну, теперь, — удовлетворенно произнес Илюша, — я по​пробую разрезать его вдоль на пять частей. И теперь я уж уверен, что он утроится. И две его части будут двусторонними, а третья будет маленький Бушмейстер.

И Бушмейстер и Радикс оба промолчали. Мальчик взял снова ножницы и опять принялся за свою хоть и не трудную, но зато полную всяких неожиданностей работу.

Наконец он кончил. Бушмейстер плясал на этот раз даже дважды. Илюша с удовлетворением посмотрел на то, что у него получилось после того, как Бушмейстер отплясал второй раз, и убедился, что все так и вышло, как он решил заранее.

— Молодцом! — сказал Радикс. — Ты рассудил правильно.

Бушмейстер страшно зашипел, потом громоподобно захо​хотал, сложился еще раз по-старому и мгновенно исчез.

— Счастье твое, — сказал Радикс, — что он был сегодня в таком хорошем настроении и был до того любезен, что окра​сился даже в разные цвета.

— Да,— подхватил Илюша,— без этого я бы никогда не догадался.

— Это только для тебя, — наставительно произнес Ра​дикс, — а то его нипочем не упросишь. Дело в том, что в са​мой своей сущности он ведь пленка, вроде мыльного пузыря. И в этом-то вся его сила. А это уж только для того, чтобы ты догадался, что происходит, когда его режешь 1. Мы уже упоминали в Схолии Пятой о топологии. Теперь я могу тебе еще сказать, что наш Бушмейстер имеет к этой науке касательство самое непосредственное. Знай, что наука эта весьма была обогащена трудами советских топологов, из числа которых следует назвать П. С. Александрова, Л. С. Понтря​гина и П. С. Урысона. {141}

— Только вот еще что, — не совсем уверенно начал Илюша (видно было, что Бушмейстер сильно озадачил его и не выхо​дил у него из головы).— Разве нельзя все-таки как-нибудь из Бушмейстера вырезать двух Бушмейстеров?

Радикс снова подал Илюше маленького бумажного Буш​мейстера, которого они склеили в начале разговора.

— Посмотри, — сказал он, — внимательно. Если мы нач​нем делать его ленту все шире и шире, то, как ты думаешь, что из этого получится?

— Очень скоро придется остановиться, потому что изгиб мешает расширять ленту.

— Другими словами, — продолжал Радикс, — если мы бу​дем расширять ленту, то Бушмейстер пересечет самого себя. Не так ли?

Илюша не мог не согласиться с этим.
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— Скажи, пожалуйста, — начал снова Радикс, — ты пом​нишь арабскую сказку о том, как один рыбак закинул однаж​ды сеть в море и вытащил мертвого осла, а затем судьба послала ему кувшин, набитый пес​ком, а на третий раз — бутылку, за​печатанную волшебной печатью Су​леймана, и когда он ее откупорил, из нее пошел дым до са[image: image67.png]


мых облаков, который превратился  в грозного джинна?
— Ну еще бы! — сказал Илю​ша. — Я даже в кино эту сказку видел.

— А бутылку ты видел?

— Видел. Бутылка самая обык​новенная. А вот джинн, когда он вылез...

— Да нет! — сказал Радикс. — Ты, верно, не разглядел. В том-то вся сила, что эта бутылка не совсем обыкновенная. Вот она! Пожалуйста, посмотри.

Илюша обернулся и увидел, что на столе стоит очень красивая бу​тылка прозрачного лилового стекла, самой странной формы. Сперва Илю​ше даже показалось, что это кувшин, но, посмотрев внимательней, он за​метил, что ручка этого «кувшина» была наглухо приделана к его гор​лышку, так что отверстия, при помо-{142}щи которого бутылку наполняют жидкостью или выливают из нее жидкость, в этой бутылке не было. Между тем внутри бу​тылки что-то находилось. Илюша осторожно взял бутылку (вот она нарисована на картинке, смотри!), перевернул ее вверх дном и обнаружил, что в донышке бутылки находится отверстие и в него вставлена довольно широкая пробка, а на ней печать с каким-то таинственным знаком. (И печать нари​сована, погляди!)

— Вот так бутылка! — невольно произнес Илюша, рас​сматривая печать. — А можно ее открыть?

— Сделай милость, открывай.

Илюша осторожно ухватился за выступавший немного краешек пробки. Оказалось, что, несмотря на таинственную печать, пробку очень легко вынуть. Но когда он вытащил пробку, за ней потянулось что-то еще, что напомнило Илюше паука.

— Фу! — сказал Илюша, бросив пробку на стол. — Тут уж пауки завелись!

Однако то, что он бросил на стол, вдруг встало на свои паучьи ножки и оказалось крохотным колченогим человечком, который очень недовольно пробормотал сквозь зубы:

— Разрешите представиться: Салуникур Салуникурыч Салуникуриади. Нельзя сказать, чтобы вы были очень веж​ливы!

Илюша удивленно взглянул на человечка. Оказывается, пробка была его головой, а таинственная печать — его стран​ным личиком.

— Извините, — растерянно пробормотал Илюша, — я не знал...

— Так что же вам, собственно, от меня угодно? — недо​вольно спросил Салуникур Салуникурыч.

— Я, — произнес Илюша, кинув взгляд на совершенно равнодушную мину Радикса, — просто хотел посмотреть, что это за бутылка.

— Самая обыкновенная волшебная бутылка джинна, — еще более недовольно произнес колченогий карлик. — Ну, а по​скольку джинны теперь повывелись, в ней живу я. Бутылка как бутылка.

Но с этим Илюша не мог согласиться. Он заметил, что отверстие, из которого он вытащил Салуникура Салуникурыча, сужается воронкой, уходя в глубь бутылки, а потом сворачи​вает куда-то вбок.

— Престранная бутылка! — вымолвил наконец Илюша. — А как же вы в нее влезаете?

— Могу вам показать, — сердито произнес необыкновен​ный человечек. {143}
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Илюша  держал бутылку вверх дном. Человечек быстро прыгнул со стола и попал как раз на край ее донышка. Засим он взмахнул ручонками, принял позу пловца, который соби​рается прыгнуть в воду, протя​нул руки вперед, прыгнул, попал как раз в воронку, а за​тем начал углубляться дальше. При этом он вытянулся и стал похож на червяка. Илюша по​спешно приподнял бутылку и стал смотреть на свет. Червеобразный человечек добрался до самой стенки бутылки по трубке, которая шла вбок от во​ронки, а потом попал во внутренность ручки и по ней стал спу​скаться вниз. По ручке он добрался до горлышка бутылки, там он выпрямился и оттуда раскланялся с Илюшей. Илюша поло​жил бутылку набок в ожидании, что же будет дальше. Челове​чек обошел всю свою бутылку и снова через горлышко и ручку вылез вон. Затем он быстро прополз по внешней стороне бу​тылки, снова дошел до донышка, опять влез в бутылку, опять через внутренность ручки добрался до внутренности бутылки, а потом снова выбрался вон, как и в первый раз.

— Ах! — воскликнул Илюша. — У вашего жилища, значит, тоже только одна сторона, как у Бушмейстера?

— Вот потому-то, — медленно и раздельно произнес Ра​дикс, — она и пересекает самое себя. То есть эта ручка, кото​рая ведь есть не что иное, как горлышко бутылки, проникает внутрь ее и смыкается с ее отверстием снизу, изнутри! Вот как хитро!

— Замечательно! — воскликнул Илюша. — Но я сразу не догадался!

— И поэтому-то, — продолжал Радикс, — если ты ее те​перь разрежешь надвое, так, чтобы разрез проходил как раз вдоль всей ручки, ты получишь две плоскости, которые будут очень похожи на Бушмейстера.

Илюша поглядел на чудесную бутылку, а потом на личико колченогого карлика. Затем он взглянул на донышко бутылки и увидел, что вокруг отверстия написано странное слово «Са​луникур».

— О!— весело сказал Илюша.— Вот тут какая штука! Если начать читать с буквы «у» (посмотри на картинку на странице 142), то выйдет Уникурсал... Опять циклическая перестановка! Да! Да! Вы, наверное, знаете Уникурсала Уни​курсалыча? {144}

— Это мой троюродный дедушка, — ответил человечек. — Как не знать!

  — Позвольте-ка, — весело сказал Илюша, — рассмотреть ваше личико.

  И, посмотрев, Илюша быстро убедился, что на таинствен​ной печати джинна нарисована уникурсальная фигура, потому что все узлы ее четные.

  — А вот, — добавил Радикс, — тебе еще одна фигурка (см. чертеж на стр. 144). Надо ее склеить так, чтобы совпали точки А и Е, В и F, С и G, D и Н. Попробуй-ка! {145}
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Схолия Девятая,

из которой на миг показывается страшное древнее чудовище, но в это время нашим друзьям приходится выводить из боль​шого затруднения одного беспамятного краснобая, впавшего в полное отчаяние после того, как он увидал самое обыкно​венное колесо. Из чувства признательности сей последний сообщает Илюше несколько новых и очень удобных способов сокращения дробей. Непонятливость Илюши приводит его в великое негодование, и он пытается поправить дело назида​тельной легендой о том, как одного живого слона разделили на три части к полному удовольствию не только делителя, но даже делимого и частного. Естественно, что в силу этого он узнает еще более поучительную историю царевича Аритам​вары, который питал непреодолимое отвращение к небесным светилам, по-видимому путая их с кубическими корнями. Не​лишним, однако, будет заметить, что именно в этой увлека​тельной схолии с полной необходимостью и достаточной убе​дительностью выясняется, чего именно недоставало в рассу​ждениях не слишком догадливого юноши, который не мог разобрать крайне важный вопрос об изумрудно-золотистом плаще, о доблестной шпаге и о пресловутом, многоученом го​роде Саламанке.

— Так, — сказал Илюша. — Ну, теперь я, кажется, кое-что разобрал. Не то чтобы совсем, а все-таки! Конечно, я бы без тебя здесь пропал. Самому бы нипочем не додуматься. Ну, Дразнилка — это еще туда-сюда! А остальное уж очень хитро. {146} Очень... Слушай-ка, а когда же ты мне расскажешь, кто такой был Бриарей?

 — Бриарей? — повторил Радикс, немного понизив голос. — Это, по-видимому, был неглупый дядя, если судить по тому, что у него было пятьдесят голов...

— Пятьдесят?— переспросил Илюша, решив, что Радикс смеется над ним.

  — Именно пятьдесят! Он один представлял собой целую академию, и, кроме того, с ним связываться не стоило еще и потому, что у него было сто рук.

— Как — сто рук?

— Ну, а как же иначе? На каждую голову две руки! Самое простое умножение. Это, видишь ли, относится еще к тем стародавним временам, когда существовали те сказки, которые называются мифами, и люди верили им.

   Но в эту минуту совсем рядом раздались такие пронзи​тельные, протяжные и горькие вздохи, что Радикс остановился И посмотрел в ту сторону.

Перед ними стоял Уникурсал Уникурсалыч, и на его ли​чике было написано полное уныние.

— Я, — произнес Командор Ордена Семи Мостов, ломая руки, — в полнейшем отчаянии... я...

— Надеюсь, — прервал его обеспокоенный Радикс, — ты не собираешься произнести перед нами речь?

— О черствые сердца! — отвечал Доктор Четных и Нечет​ных Узлов. — Я пришел за утешением и не собираюсь произ​носить речь. Но я сочинил речь, полную удивительных цветов красноречия. И вот она-то и привела меня в отчаяние...

— Хорошо, что только тебя!— пробормотал Радикс.

— О пресветлая богиня Лилавати! — воскликнул Магистр Деревьев. — Не перебивай меня, неблагодарное чудовище, а выслушай своего собрата, попавшего в беду.

— В чем же дело? — нерешительно спросил Илюша.

— В том, — произнес похудевший от огорчения Уникурсал Уникурсалыч, — что я сочинил замечательную речь. Она была посвящена... Чему это она была посвящена?.. Вот не могу припомнить! Впрочем, не в этом дело... Речь была обдумана, переписана. Мало этого, все было в замечательном порядке, то есть, во-первых, каждое слово из моей замечательной речи состояло из одиннадцати букв. Затем в каждой строке было тринадцать слов. Наконец, на странице было тридцать семь строк. Возможно, что это было несчастное число.

— А встретил ли ты хоть одно счастливое число? — спро​сил Радикс.

— Где там! — отвечал, опустив голову, Кандидат Тупико​вых Наук. — Слушай, что было дальше. Я обдумывал эту речь {147} три дня. Я ее переписывал трижды. Я произнес ее трояко, то есть три раза по-разному, в смысле выражения, логических ударений, ораторских жестов и соответственного выражения лица...

— А перед кем же ты ее произносил?

— Перед зеркалом, — отвечал, горестно вздыхая, коман​дор. — Это-то, может быть, и была моя главная ошибка, но дело в том, что я никого не мог застать дома...

— Еще бы! — опасливо вставил Радикс.

— Но опять-таки не в этом дело. Скажи мне, пожалуйста, сколько же это выйдет, если у меня в каждом слове одинна​дцать букв, в строке тринадцать слов, на странице тридцать семь строк, а я обдумывал ее три дня, переписывал трижды и произнес вслух трояко?

— Что выйдет? — изумленно воскликнул Илюша, не веря ушам своим.

— Всего! — воскликнул в отчаянии Уникурсал Уникур​салыч.

— Я думаю,— сказал после краткого размышления Ра​дикс, — что он хочет уверить нас, что обдумывал каждую букву. И теперь, по-видимому, спрашивает, сколько всего раз​личных операций было произведено над каждой буквой.

— Дай мне руку! — вскричал магистр. — Ты угадал!

Илюша взял мел и перемножил 27 • 11 • 13 • 37. Вышло 142 857.

Уникурсал Уникурсалыч горестно взглянул на Илюшин ре​зультат.

— Вот именно. И у меня то же самое получилось.

— Ну, так в чем же дело? — спросил Илюша. — Чем же вы так огорчаетесь?

— Дело в том, — начал снова замогильным голосом коман​дор, — что я имел в виду напечатать ее, дабы всякий мог прочесть эту речь, трактующую о значении... Вот не могу только вспомнить, о значении чего там говорилось!.. Я решил сперва напечатать ее в трех экземплярах, ибо я обдумывал ее три дня, переписывал трижды и произносил трояко. Но мне показалось, что, пожалуй, это будет слишком однообразно, и я отнял от этого числа единицу. Но когда у меня таким обра​зом получилось два экземпляра, я подумал, что самое умное — перемножить два и три, и вышло шесть экземпляров. Потом я рассудил, что ведь можно поступить и проще, то есть умно​жить два на два, и тогда получается четыре экземпляра. Затем я добавил к получившейся цифре для красоты единицу, и вышло пять экземпляров. Но тут я догадался, что все это было неправильно, а на самом деле надо возвести два в третью степень. И я решил напечатать восемь экземпляров. И вот {148} только тут я сообразил, что можно поступить гораздо умнее, другими словами — умножить три на три, так как девять, несомненно, будет самым подходящим числом экземпляров, ибо ведь девять — это трижды три, а я обдумывал мою речь три дня, переписывал ее трижды и произносил трояко, как это я вам только что повторил в четвертый раз и, по-видимому, опять без всякого толку!.. Когда же я дошел до девяти, то тут мне стало ясно, что десять гораздо более круглое число. Тогда я не понял, какое это было страшное предзнаменова​ние!.. Вы сейчас и сами увидите, до какой бездны отчаяния может довести человека круглое число! Однако мне что-то шепнуло, что это очень опасно, и я из осторожности решил добавить к десяти единицу, просто для симметрии. Когда же я это сделал, то из-за какого-то неопределенного опасения решил еще удвоитъ это число, а для красоты добавить еще единицу. Однако, когда я сосчитал, сколько раз менял реше​ние, оказалось, десять раз, а так как круглое число внушало мне смутный ужас, то я решил отнять у последнего числа еди​ницу, потом умножить его на четыре, а затем снова добавить для красоты единицу...

Тут Уникурсал Уникурсалыч остановился, вытер пот со своего измученного столь сложными расчетами чела и еле вы​молвил:

— Уф, прямо замучился! Так вот, весь вопрос заключается в том, сколько же теперь должно получиться...

— Понять все равно ничего не возможно, — сказал Ра​дикс. — Его загадочная речь состоит из одних «отчего» и «по​чему», а о том, «что» здесь имеется в виду, он ни словом не упоминает, поэтому не стоит и голову ломать. В общем, он хочет умножить сто сорок две тысячи восемьсот пятьдесят семь еще на что-то. Попробуем понять хоть это.

— Не на «что-то», а на множители — 3, 2, 6, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 23 и 89. И всё!

— Что же тут трудного? — спросил Илюша.

— Трудного ничего нет. Но самое ужасное заключается в том, что на что ни множь это проклятое число, получается все то же самое. В нем есть какой-то центр. Какой? Не могу понять. И вот вокруг него-то это заколдованное число и вер​тится, как колесо!

Тут Уникурсал Уникурсалыч на минутку выскочил и бы​стро прикатил здоровенное колесо, на котором было написано злополучное число.

Против начальной единицы командор поставил на стене мелом крестик.

— О ты, очаровательный отрок, постигший таинства умно​жения! Ну-ка, давай умножать. {149}
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Илюша начал множить 142 857 на три. Получилось 428 571. Командор повернул влево свое колесо на одну цифру. Дей​ствительно, против крестика теперь стояла четверка, а все остальное шло тем же порядком.

Илюша посмотрел недоуменно на колесо и начал множить на два. Вышло 285 714. Командор передвинул колесо еще на одну цифру. И опять дальше все пошло в том же порядке.

Илюша помножил на шесть. Вышло 857 142. Колесо по​двинулось еще на одну цифру. Помножили на четыре. Полу​чилось 571 428. Колесо снова повернулось на одну цифру. Помножили на пять. Вышло 714 285.

— Видишь! — вскричал, вытаращив глаза, Уникурсал Уни​курсалыч. — Разве это число? Ты множишь, стараешься, обли​ваешься потом, а оно вертится да вертится!

— Ну, дальше ему уже вертеться некуда, — заметил Илюша.

— Как бы не так! Ты посмотри, что дальше будет. Илюша умножил на восемь. Вышло 1 142 856.

— Ну, — сказал магистр, — возьми эту лишнюю единицу, которая торчит спереди, и прибавь к последней цифре. Илюша прибавил, и вышло опять 142 857.

— Теперь на девять, — потребовал командор. Умножили на девять. Получилось 1 285 713. А когда пер​вую единицу прибавили к последней цифре, вышло 285 714. {150}

— Та же самая история, что с двойкой! — сокрушенно сказал командор.

Умножили на десять. Вышло 1 428 570. А когда прибавили сзади первую единицу, то снова получилось 428 571, как было с тройкой. Умножили на одиннадцать. Получилось 1 571 427. Опять прибавили переднюю единицу к последней цифре, получилось 571 428, как с четверкой. Когда умножили на два​дцать три, вышло 3 285 711, но когда переднюю тройку приба​вили к последней цифре, опять вышло 285 714, как с двойкой. Умножили на восемьдесят девять, получилось 12 741 273. А когда 12 взяли спереди и прибавили обычным образом к тому, что осталось, вышло 741 285.   — Ну вот, — сказал Илюша, — теперь уже не то. — Невелика разница! — мрачно ответил магистр. — Только две цифры перескочили. А в остальном все то же самое.

Илюша начал внимательно осматривать умножения. Все было верно.

— В чем тут дело? Можешь ты выяснить, есть у этой не​лепой штуки если не смысл, то по крайней мере хоть начало?

— По-видимому, — сказал неторопливо Илюша, — здесь по​лучается тоже циклическая перестановка.

— Что?!— произнес словно насмерть перепуганный коман​дор. — Что за чудные речи достигли моего скромного слуха?

Илюша посмотрел на него. Командор стоял подбоченясь, высоко задрав голову. Он мгновенно исцелился от своего от​чаяния и обрел снова прекрасное настроение.

— Какая прелесть! — сказал он. — Вот какой замечатель​ный юноша! И как остроумно — назвать это мое убогое, не​складное колесо... циклом! И моя бедная речь... О чем я там писал? Ах, вспомнил! О способах произношения цикловидных слов. Как раз!

Илюша беспомощно оглянулся на Радикса, но, кроме равнодушия, на его личике абсолютно ничего нельзя было прочесть.

А доктор продолжал:

— В жизнь мою не слыхал я ничего столь ученого. А ска​жите, великий победитель Бушмейстера, к чему вы изволили произнести эти таинственные слова? Даже в допущении, что вы правы, что из этого следует?

Но Илюша стоял красный как рак и молчал как рыба. Увы, он не знал, что отвечать! Перестановка была, конечно, циклическая, это верно, но почему? Об этом-то Илюша не мог ничего сказать. И, в общем, получилось, что Уникурсал Уни​курсалыч прав: произнести эти слова Илюша сумел, а объяс​нить, что хотел сказать, не мог. Мальчик решил не сдаваться. Поэтому стал снова рассматривать все свои умножения: на {151} два, на три, на четыре, на пять, на шесть... Так. А на семь? Нет, на семь он не множил. По-видимому, Кандидат Тупико​вых Наук не заставлял его множить на семь. А ну-ка попро​буем!

Илюша умножил 142 857 на семь и получил 999 999.

«Вот странная история! — подумал он. — Все цифры дава​ли один и тот же фокус, а если на семь помножить, полу​чается совсем не то...»

Илюша снова начал внимательно осматривать результаты своих умножений и обратил внимание на то, что если напи​сать число два раза подряд, то есть 142 857 142 857, то при умножении на семь получится не шесть, а уже двенадцать девяток, и, следовательно, повторяя этот порядок цифр, можно получить умножением на семь любое число девяток... Что же это значит? Илюша обратил внимание на то, что получалось при умножении на два и на одиннадцать. Мальчик вдруг храбро схватил мел и написал:
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1/7 = 0,142857142…

3/7 = 0,428571428…

2/7 = 0,285714285…

6/7 = 0,857142857…

4/7 = 0,571428571…

5/7 = 0,714285714…
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В это время Радикс пробормотал себе под нос очень не​разборчиво: «Слюнки капали с усов...» Тут Илюша воодуше​вился и начал делить единицу на семь. Как он и ожидал, получил в результате 0,142 857 142 857... При этом он заме​тил, что остатки шли следующим образом: 3, затем 2, потом 6, вслед за этим 4 и, наконец, 5, что и объяснило всю загадку командорского колеса. И он написал рядом с делением еще столбик цифр: {152}

Илюша обернулся и увидел, что Уникурсал Уникурсалыч смотрит так, будто потерял вся​кий интерес к проблеме колеса.

— Это одна седьмая, — ска​зал Илюша, — вот и все. Цикл в данном случае — это период дроби. А множители вы назы​вали в том порядке, в котором идут остатки при делении, [image: image70.png]\ N
NS
S N




что​бы ваше колесо после каждого умножения поворачивалось как раз на одну цифру.

— Одна   седьмая!   Одна седьмая! — сердито повторил Уникурсал   Уникурсалыч. — А что, если я возьму колесооб​разное число и разделю его по​полам, по три цифры в каждой половинке. У меня будут те​перь два числа — 142 и 857. Если я их сложу, то получу 999. Могу разбить и на три: 14, потом 28 и 57. Сложу и полу​чаю снова 99. А это что озна​чает?

Илюша внимательно посмотрел на свою табличку и отве​тил:

— Если я возьму 0,142, то это будет одна седьмая с точ​ностью до одной тысячной, а[image: image71.png]


 если возьму 0,857, это будет шесть седьмых с той же точностью. Если их сложить, будет семь седьмых, то есть единица. Так как мои дроби не очень точные, то я получаю вместо единицы 0,999. То же и с тремя числами.

— А зачем ты множил 1 571 427 на два?— спросил Радикс.

— Потому что мне показалось, что это похоже на поло​вину архимедова числа. Я перемножил, получил 3,14 с лиш​ним, и тут-то я убедился, что это одна седьмая 1. {153}

— А кстати, скажи, умеешь ли ты сокращать дроби? Со​крати шестнадцать шестьдесят четвертых.*
Илюша пожал плечами, написал дробь, сократил ее на че​тыре, потом еще раз на четыре. Вышла одна четвертая.

— Какая невероятная канитель! — сказал с отвращением командор. — Выспаться можно, покуда ты тут возился. Вот, как я сокращаю.

Командор взял мел и написал:

16/64 = 1/4.

— Это случайно так у вас вышло, — ответил Илюша.

— Как это случайно? — возопил командор. — Пожалуйста! И он написал следующее равенство:

19/95 = 1/5.

А затем еще и еще:

26/65 = 2/5; 49/98 = 4/8.

— А тут уж не вышло,— сказал Илюша.— Еще можно сократить.

— Неважно! — воскликнул Командор Ордена Семи Мо​стов. — Это не может опорочить самый принцип моего спо​соба. Например, до сих пор ты полагал, что число «сорок де​вять» можно разбить лишь на две семерки, а я доказал по​следним примером, что это просто предрассудок.

— Семерки — это множители, — ответил Илюша, — а де​вятка — одно из слагаемых.

— Так вот в том-то и дело! Ты должен слушать и вни​мать, а не тараторить как сорока.

Илюша совсем уж готов был ему ответить, что если кто-нибудь и тараторит, то, во всяком случае, не он, но решил, что лучше не стоит злить эту ехидную личность, и про​молчал.

— Я уверен, — продолжал Магистр Деревьев,— что ты вполне способен оценить необыкновенные преимущества мо​его способа, ибо ты только что доказал мне поразительную {154} быстроту твоего ума, сразу заметив, что дробь четыре восьмых относится к классу сокращаемых дробей. Подумайте только, какая ученость в столь нежном возрасте! Догадаться самому, безо всякой посторонней помощи, что восемь делится на че​тыре! Великолепно! Мы выхлопочем тебе орден не Семи Мо​стов, а Семидесяти Семи Слонов и Пятидесяти Пяти Ослов! Я потом расскажу тебе историю этого необыкновенного орде​на, который довольно легко получить, но от которого потом не так-то просто отвязаться...

 — Что это еще за история о слонах и ослах? — мрачно спросил Радикс.

 — Очень поучительная история,— с готовностью отвечал командор. — Дело было [image: image72.png]


 очень давно, во времена Великого Могола, царство коего отличалось необыкновенной пышностью. Некогда к драгоценному дворцу Великого Могола подъехали три прекрасных принца из дальней страны. Когда они были допущены перед очи повелителя Вселенной (таков был титул этого могущественного властителя), старший принц попросил позволения говорить и сказал так: «О владыка владык, ты, перед которым дрожит подлунная, преклони слух твой к [image: image73.png]


на​шему горю! Наш отец, повелитель Высокой области, над ко​торой парят облака (да будет благословенна память его!), соизволил покинуть сей брен​ный мир и оставил нам богатое наследство. Но в стране у нас нет такого человека, кото​рый помог бы нам разделить эти богатства так, чтобы воля отца нашего, как требуют обычаи нашей страны, была исполнена слово в слово, и поделить так, чтобы люди не сме​ялись над нами». Повелитель Вселенной спросил их, каково наследство. Старший принц отвечал, что самая трудная часть на​следства заключает в себе семьдесят семь мо​гучих слонов, гордость и украшение их пре​красной страны, над ко​торой  парят облака. Отец же их повелел, чтобы   старший  сын взял себе треть всех слонов, средний — одну шестую, а младший — одну двенадцатую. Од​нако никто в их вели​кой, прекрасной стране {155} не может [image: image74.png]


решить, как исполнить это странное повеление, ибо для того, чтобы взять от семидесяти семи слонов одну треть, следует взять двадцать пять слонов и еще две трети слона, но от живого слона невозможно отделить две трети, без того чтобы прекрасное это животное не превратилось в бездыхан​ную тушу, тогда как о тушах в завещании почему-то ничего не сказано. Надо сказать, что некоторые вельможи Великого Могола, стоявшие у трона своего повелителя, при этих словах начали как-то странно отворачиваться в сторону, будто чем-то поперхнулись. В эту минуту мальчик, который держал пав​линье опахало над головой повелителя Вселенной, опасаясь, как бы сей грозный владыка не приказал внезапно отделить некоторую часть от каждого из гостей для скорейшего разре​шения этой трудной задачи, попросил слова и сказал так: «Если повелитель Вселенной даст мне на две недели пятьдесят пять царских ослов, то я поделю наследников без обиды и вер​нусь с пятьюдесятью пятью царскими ослами обратно». Вели​кий Могол поглядел на мальчика и опустил свои царские веки в знак согласия... Когда они прибыли с пятьюдесятью пятью ослами в дальнюю страну, над которой парят облака, Помава​тель царского опахала поставил на большой площади столицы в ряд сперва семьдесят семь слонов, которые были причиной этого беспримерного смятения умов в дальней стране, а потом пятьдесят пять царских ослов, которые пришли с ним. Слоны стояли слева, а ослы справа. «Вот, — сказал Помаватель опа​хала, — здесь перед вами стоят сто тридцать два прекрасных животных. Треть их составляет сорок четыре. Они пойдут стар-{156}шему принцу. Начнем слева». И тотчас же погонщики слонов подняли свои бодила, и сорок четыре слона ушли с площади. А мальчик продолжал: «Одна шестая часть ста тридцати двух животных есть двадцать два, и они пойдут среднему принцу». И двадцать два слона тоже ушли с площади. «А младшему принцу полагается одна двенадцатая, и это будет одиннадцать животных». И последние одиннадцать слонов ушли с пло​щади. «А теперь, — сказал в заключение юный Помаватель, — все видят, что здесь остались только пятьдесят пять ослов, которые и пойдут со мной обратно, ибо мне сдается, что ослов в вашей стране имеется и без того достаточное количество». Вот какова эта поучительная история. В ее честь и был учреж​ден этот чудный орден, который ты, разумеется, вполне заслужил...

Илюша хотел было сказать, что это совершенно детская задачка: стоит только привести эти дроби к одному знамена​телю и... но, опасаясь выслушать еще одну похвальную речь своему глубокомыслию, вздохнул и прикусил язык.

— Надо тебе пояснить,— продолжал командор,— что на лицевой стороне этого ордена изображены две трети слона, мирно пасущиеся на травке, причем эта правдивая картинка окружена павлиньими перьями, а на обратной стороне изобра​жено доброе личико скромного ослика, который...

— Фу! — вздохнул почти в изнеможении Радикс.
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— Итак, — вымолвил, покосившись на него и переведя дух, неутомимый командор, — я не стану уверять тебя, любез​ный друг, что ты заслужил это отличие, ты и сам, полагаю, не станешь с этим спорить... Но вернемся к моему удивитель​ному изобретению: самым важный пункт его заключается в том, что оно доказывает, что мож​но сокращать слагаемые...
— Как это так? — не выдержал Илюша. — Из-под знака суммы нель​зя сокращать! 
— Заблуждение! — возопил Док​тор Четных и Нечетных Узлов. — Глубочайшее заблуждение! И я сей​час тебе это докажу. По-твоему, зна​чит, такое вот выражение нельзя со​кратить:

(а+bc)/(a+b) 
— Конечно, нельзя, — отвечал {157} немедля Илюша. — Что тут со​кращать!
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— А я сейчас тебе докажу, что поскольку это вполне воз​можно, то я вправе написать:

(а + bc)/(a + b) = (а + с)/a
— Чепуха, и больше ниче​го! — пробормотал Илюша.

— А я сейчас тебе докажу, что это не чепуха. Подставляю в эти выражения числа и получаю:

(6 + 2 · 3)/(6 + 2) = (6 + 3)/6 = 3/2.

А коли тебе этого мало, я могу подставить и другие числа. Пожалуйста:

(2 + 3 · 6)/(2 + 3) = (2 + 6)/2 = 4.

Вот тебе и все. Просто и ясно. В первом случае сокращаю двойки, во втором — тройки. Совершенно новые горизонты в арифметике! Ну, что же ты на это скажешь, будущий кава​лер Ордена Семидесяти Семи Слонов?

— Ну, что тут говорить! — возразил мальчик.

— Как что говорить? Ты оспариваешь мой метод, но ты не можешь оспорить мои бесподобные примеры! Однако в та​ком случае докажи: каким образом случилось, что примеры мои не противоречат твоей старушечьей арифметике, а мои удивительные принципы находятся с ней в непримиримом противоречии?

Илюша постоял, подумал, поглядел искоса на ехидное ли​чико командора и неуверенно произнес: 
— Ну, это вроде того, как доказывается, что два равняется пяти или что-нибудь в этом роде.
— Два равняется пяти?— изумленно повторил командор.— В первый раз в жизни слышу! Это неверно. А вот, что один​надцать равняется двенадцати, — это уж точно.

— Как так? — спросил Илюша, вдруг вспомнив с досадой, что он уже слышал от Радикса что-то про это нелепое равен​ство.

— Чрезвычайно просто! Чтобы доказать эту несомненную истину, я беру квадраты этих чисел, то есть 121 и 144, затем {158} беру их разность, которая будет 23, и составляю следующее простенькое равенство:

144 — 121 = 276 — 253,

с которым ты, надеюсь, спорить не будешь. Затем я вычитаю из каждой его части по 155, от чего справедливость равенства не нарушается:

144 — 121 — 155 = 276 — 155 — 253,

делаю частично указанные действия и получаю:

144 — 276 = 121 — 253.

Затем я прибавляю к каждой части получившегося равенства одну и ту же дробь, что опять-таки не нарушит справедли​вости моего равенства:

144 — 276 + 529/4 = 121 — 253 + 529/4.

Далее я замечаю, что теперь и левая и правая части равенства представляют собой полные квадраты, а следовательно, я могу написать:

(12 — 23/2)2 = (11 — 23/2)2.

Теперь я извлекаю квадратный корень из обеих частей равен​ства:

12 — 23/2 = 11 — 23/2.

Минус двадцать три вторых слева и справа взаимно уничто​жаются, и мы получаем...

Командор снова схватил мел и написал громадными циф​рами: 
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{159}

— Что и требовалось доказать. Просто и ясно!

Хотя Илюша уже сообразил, что спорить с командором до​вольно накладно, ибо каждое лишнее возражение ведет только к тому, что он тебе подсовывает еще новую головоломку, од​нако тут он догадался наконец, что надо не просто отрицать, а доказать, и всерьез, что командорские россказни просто враки. Он внимательно просмотрел весь ход вычислений этого «доказательства» и сказал:

— Так можно доказать все, что хочешь. А в скобках у вас разные знаки! Вот и вся хитрость. Очень просто.

— Хм... — произнес разочарованно командор, — знаки! Знаки! Подумаешь, какая важность! Ну, допустим, что зна​ки... Ну, а как же насчет моих дробей?

Илюша вздохнул и уставился снова на командорские дроби.

Наверно, он стоял так молча, не отрывая глаз от них, ми​нут десять. Потом сказал:

— Конечно, это можно сделать. Если записать вот этот первый пример с дробью 16/64, положив, что шесть равняется а, тогда как четыре равняется b, то получим:

(10 + a)/(10a + b) = 1/b
А теперь я буду действовать так:

10b + ab = 10a + b;

9b = 10a — ab;

9b = a(10 — b),

и следовательно,

a = 9b/(10 — b),

и теперь получается неопределенное уравнение. Не очень, ко​нечно, удобное уравнение, потому что оно второй степени, но все-таки решить в целых числах можно. В крайнем случае, я буду подставлять цифру за цифрой вместо b, пока а не по​лучится целым числом, не больше девяти. Вот вы это и сде​лали. И все остальное тоже делается совершенно так же. Вот и все.

— Хм... — протянул Уникурсал Уникурсалыч. — Вот как! Странная история!

— Я знаю гораздо более странную историю, — возразил {160} Радикс, — которая касается того, каких блестящих результа​тов можно добиться с помощью красноречия.

— Это, наверно, очень интересная история! — воскликнул Илюша, у которого отлегло от сердца, когда он смекнул, что, кажется, на этот раз отделался от командорских ехидств. — Расскажи-ка ее, пожалуйста!

— Дело это тоже происходило довольно давно, — начал Радикс, — и, может быть, это было в той самой стране, о ко​торой нам только что рассказывал Уникурсал Уникурсалыч. Но только это было еще несколькими веками раньше, чем история со слонами. Итак, некогда прекрасный и светлый юноша, царевич Аритамвара, сын света и радость мира, захо​тел ввести в дом свой юную жену. Он пришел к отцу своему, который владел подлунным миром и кротко управлял им. «О царь и повелитель! — сказал царевич. — Я хочу ввести в дом мой молодую и прекрасную царевну, дабы она была супругой  моей».— «Хорошо,— отвечал ему царь,— пусть дворцовые женщины введут девушек, и пусть придет наш царский звездочет, владеющий числами: он даст нам добрый совет». Когда все повеления были исполнены, царь сказал: «Пусть владеющий числами даст нам совет». — «О царь, — отвечал ему мудрец, — пусть будет так: я задам семи девуш​кам один и тот же простой вопрос, а по их ответам ты, по​кровитель мудрейших, и ты, благородный Аритамвара, сын света, вы сами увидите, как надобно будет поступить». — «Это поистине мудрые речи, — ответил царь звездочету. — Да будет так». Тут дворцовые женщины избрали из сонма девушек тех, которые были прекраснее всех, самого доброго нрава и чьи речи были сладким медом для храбрецов. А владеющий чис​лами приказал подводить их по одной к трону владеющего подлунной. И вот к трону подошла первая. Звездочет спросил ее: «Скажи мне, цветок зари, сколько будет три и три?» — «Шесть», — ответила ему девушка и засмеялась. Тогда владе​ющий числами приказал увести ее и привести другую. И он задал ей тот же самый вопрос. «Это будет шесть, если я сложу их, — отвечала она, — и это будет тридцать три, если написать их рядом». Третья ответила: «Это будет шесть, если сложить; тридцать три, если написать рядом; это будет ничего, если вычесть». Четвертая сказала: «Шесть, если я сложу; тридцать три, если напишу рядом; ничего, если вычту; девять, если умножу». Пятая отвечала: «Шесть, если сложить; тридцать три, если написать рядом; ничего, если вычесть; девять, если умножить; единица, если их разделить друг на друга». Шестая сказала так: «Шесть, если сложить; тридцать три, если напи​сать рядом; ничего, если вычесть; девять, если их перемно​жить; единица, если их поделить друг на друга, и это будет {161} двадцать семь, если возвести три в третью степень. Так учит великая богиня чисел». Седьмая отвечала звездочету: «Пусть великая богиня чисел откроет сыну света свои прекрасные тайны! Вот как говорит она: это будет шесть, это будет три​дцать три, это будет ничего, это будет девять, это будет еди​ница, это будет двадцать семь и это будет тридцать шесть двадцать пятых с небольшим, если я из трех извлеку корень третьей степени. Вот как говорит пресветлая богиня чисел, та, которая улыбается, когда земледелец считает свою ско​тину, царь свои сокровища, а звездочет светила небесные, что сияют кротким светом и проходят свои небесные пути по чуд​ным законам, которые любезны великой богине. Вот каковы слова благодатной богини чисел, но это еще не все, ибо ее речи суть многие, и все они прекрасны». Тогда звездочет ска​зал: «О великий царь, и ты, сын света! Вы слышали разные ответы на мой вопрос, и теперь вы можете решить сами, ко​торая из девушек достойна стать супругой царевича». Царь сказал: «Я вижу, что милые и прелестные красавицы моей страны недаром провели свою нежную юность, они знают мудрость, и сердце мое радуется. Пусть сын мой, царевич Ари​тамвара, выбирает теперь сам, ибо это будет его супруга». Царевич низко поклонился своему отцу и премудрому звездо​чету и сказал: «Я выберу первую. Она очень хорошо смеется. И мне нравится, что она говорит коротко и ясно».
Илюша захлопал в ладоши от восторга, а Уникурсал Уни​курсалыч как-то рассеянно повернулся на одной ножке и втихомолку исчез. А Илюша посмотрел на Радикса и спросил:

— Есть еще такие дроби, из которых получается колесо, вроде вот этого из одной седьмой?

— Как не быть! Например, одна семнадцатая. Только там число будет подлиннее, потому что

1/17 = 0,05882 35294 11764 7...

То же самое будет и с одной двадцать девятой, только там после запятой будет уже целых двадцать восемь цифр. Для этого знаменатель дроби должен быть простым числом, а пе​риод его должен заключать в себе на единицу меньше цифры, чем единиц в ее знаменателе. У тебя была одна седьмая, а в периоде было шесть цифр. Для одной семнадцатой в периоде будет шестнадцать цифр. Такой период называется «полным периодом», или «совершенным».

Илюша помолчал и вдруг сказал с жаром:

— А все-таки он ужаснейший человек, этот командор! {162}

— Да что ты! — усмехнулся Радикс. — Конечно, он на​смешник, а все-таки сознайся: если бы он так тебя не запутал и не разозлил, ты бы, пожалуй, не догадался насчет неопре​деленного уравнения и насчет одной седьмой? А?

Илюша посмотрел на своего приятеля с негодованием. Он хотел ему сказать, что тут ничего трудного нет и что он все равно бы догадался, но почему-то покраснел и ничего не сказал.

— Н-да... — неопределенно промычал Радикс. — Все это, конечно, очень приятно, трогательно, всепохвально, умно, тон​ко, глубоко и широко. А скажи, пожалуйста, кстати, не зна​ешь ли ты, как поживают наш почтенный судья дон Базилио и трое друзей дона Диего?

Илюша как-то странно смутился и сказал, что он не со​всем понял эту странную задачку из Схолии Седьмой.

— А-а-а... — протянул Радикс. — Вон оно в чем дело-то! А еще на Уникурсала Уникурсалыча рычишь. А сам, значит, насчет завещания дона Диего ни так ни сяк...

После долгих и, надо признаться, довольно нелегких раз​мышлений Илюша наконец пришел к целому ряду важных выводов, которые позволили ему решить эту хитрую задачку.

Когда Илюша взялся за дело как следует, то скоро ему надоело писать имена друзей дона Диего, и он обозначил дона Альваро, дона Бенито и дона Висенте начальными буквами их имен: А, Б и В. Он решил, что надо рассмотреть в качестве возможных порядков выбора все шесть возможных пере​становок трех букв этих, то есть:

АБВ АВБ БАВ БВА ВАБ ВБА.

Очевидно, что три данных условия должны исключить из этих комбинаций ровно пять, так чтобы могла остаться только одна единственная комбинация, которая уже не будет проти​воречить ни одному из трех условий завещания. Вместе с тем, как было указано в завещании дона Диего, ни одно из этих условий не является лишним, то есть невозможно исключить те пять комбинаций, которые должны быть отброшены, только на основании одного условия или каких-нибудь двух из трех условий.

Когда, таким образом, было выяснено и решено, что имен​но надо делать, Илюша начал решать задачу.

«Надо, — сказал он себе, — выяснить, о ком из троих дру​зей мне следует предположить, что именно этот человек видел дона Диего в зеленом плаще, а о ком — что тот именно давал ему табакерку и прочее, ибо только таким образом можно найти основания для того, чтобы отвергнуть пять комбинаций {163} из шести. Притом надо внимательно следить, чтобы ни одно из трех условий не оказалось лишним. Если это случится, то, значит, я пошел по неверному пути.

Раньше всего выясняется, что кто-то, и ни в коем случае не дон Альваро, должен был видеть дона Диего в зеленом плаще, иначе первое условие было бы лишним. Значит, первое условие указывает нам, что дон Альваро не может оказаться на последнем месте, то есть мы можем совершенно отвергнуть порядки БВА и ВБА. Кроме того, первое условие может еще исключать порядок БАВ, если дон Бенито видел завещателя в зеленом плаще, и может исключать порядок ВАБ, если его видел дон Висенте.

Далее очевидно, что дон Висенте не мог быть в Саламанке в 1694 году, так как иначе второе условие ничего не сообщало бы нам о порядке выбора и, следовательно, было бы лишним. Кроме того, это условие может исключать порядки АБВ и АВБ, если дон Альваро давал табакерку, порядки БАВ и БВА, если табакерку давал дон Бенито, и порядки: ВАБ и ВБА, если это сделал дон Висенте.

Наконец третье условие может исключать порядки АБВ и ВАБ, если дон Альваро первый стал носить шпагу, и порядки ВАБ и ВБА, если первым нацепил шпагу дон Висенте».

Чтобы можно было соединить воедино все эти выводы, Илюша немедленно составил небольшую табличку (которую можно увидеть на следующей странице); в ней он отметил, на основании какого условия может исключаться каждый из шести возможных порядков выбора.

«Легче всего, очевидно,— рассуждал Илюша,— может остаться неисключенным порядок АВБ, который можно от​вергнуть только на основании одного условия — именно вто​рого — в том случае, если А давал табакерку. Но тогда вместе с АВБ отвергается одновременно и порядок АБВ. Если же допустить еще, что Б видел дона Диего в зеленом плаще, то первое и третье условия вместе исключат и все остальные ком​бинации и у нас ничего не останется. А если допустить, что завещателя видел в зеленом плаще не Б, а В, то тогда все три последние комбинации отвергаются с помощью первого условия, то есть третье условие окажется лишним. Следова​тельно, и это предположение неверно».

Таким образом, обе Илюшины попытки исключить поря​док АВБ привели его к противоречию. А если это так, то оче​видно, что это-то и есть тот самый порядок, который имел в виду дон Диего: первым должен был выбирать дон Альваро, вторым — дон Висенте и последним — дон Бенито.

Когда Илюша наконец это выяснил, ему захотелось разо​браться и в остальных подробностях и проверить, каким же {164} образом должны были исключаться все порядки выбора, кроме назначенного.


Отвергается на основании условий:
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АВБ
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(
(
(Если табакерку ( давал Б.
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БВА
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ВАБ

Если В видел до​на Диего в зеленом плаще.


(
( Если табакерку
( давал В.
(
( 
Если В (или А) первый стал носить шпагу.



ВБА

Во всех случаях.



Если В первый стал носить шпагу.



Он уже догадался, что табакерку давал не А, но если это так, то отделаться от порядка АБВ можно только при помощи третьего условия. И в таком случае первым должен был на​цепить шпагу А.

Дальше, если допустить, что табакерку давал В, то тогда второе условие окажется лишним в том случае, если порядок БАВ исключать на основании условия первого, а если его от​вергать на основании условия второго, то первое окажется лишним. Поэтому приходится прийти к выводу, что табакерку мог дать дону Диего только Б. Но если при этом тот же Б видел завещателя в зеленом плаще, то окажется, что второе условие лишнее. В таком случае только один В мог видеть дона Диего в зеленом плаще.
В итоге Илюша пришел к следующим выводам:

1) дон Альваро первый стал носить шпагу;

2) дон Бенито давал табакерку;

3) дон Висенте видел завещателя в зеленом плаще и не был в Саламанке в 1694 году.

Вернувшись к своей табличке, Илюша смог восстановить, как должен был рассуждать сам дон Диего в то время, когда все друзья помнили указанные в завещании обстоятельства. {165}

Он записал аккуратно:

«АБВ исключается условием третьим, так как А, первый стал носить шпагу.

АВБ не противоречит ни одному из условий.

БАВ исключается условием вторым, так как табакерку да​вал Б.
ВБА по той же причине исключается тем же условием, а кроме того, еще и условием первым.

ВАБ исключается условием первым, так как В видел дона Диего в зеленом плаще, а кроме того, и условием третьим, потому что А первый стал носить шпагу.

ВБА исключается первым условием».

Когда Илюша все это рассмотрел, то убедился, что нельзя отбрасывать ни одного из условий дона Диего, потому что тогда сейчас же вновь оживет по крайней мере еще одна из комбинаций, кроме АВБ. Илюша заметил еще и то, что хотя в третьем пункте и говорится о случаях, когда А или Б вы​бирают во вторую очередь, но на самом деле этого не полу​чается, так что из третьего условия вовсе не следует, что А или Б должны выбирать во вторую очередь, — оно только исключает те порядки выбора, которые завещателю не нра​вились.

Когда Радикс просмотрел таблички Илюши, он отнесся к ним с одобрением и сказал:

— Если ты понял, как решаются подобного рода задачи, могу тебе предложить еще две задачки в том же роде. Вот они:

I. В читальном зале главной научной библиотеки ВОЛ​ШЕБНОГО ДВУРОГА за квадратным столом, стороны кото​рого были расположены по странам света, работали четверо ученых: математик, физик, филолог и историк. Каждый из них в своем спортивном клубе был чемпионом: один по плава​нию, другой по теннису, третий по шахматам и четвертый по конькам. При этом:

а) когда случайно погас свет, то сидевший с северной сто​роны отказался проверять пробки, так как он боялся удара током;

б) математик сидел против чемпиона по теннису, а исто​рик против чемпиона по шахматам;
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в) сидевший с западной стороны утверждал, что

г) чемпион по теннису уверял физика, что битва при Кал​ке произошла в 1322 году;

д) чемпион по плаванию сидел по правую руку историка. {166}

Кто где сидел и кто каким видом спорта занимался? II. У каждого из пяти офицеров, имена которых начина​лись буквами А, Б, В, Г и Д и которые по чинам были полков​ник, майор, капитан, старший лейтенант и младший лейте​нант, среди четырех остальных было два ближайших друга. Один из друзей офицера В был выше его по чину. Старший лейтенант никогда не бывал в Крыму. Оба друга Б и оба друга Г воевали на территории Германии, однако друзья пол​ковника в Германии совсем не были. Офицер Г воевал на Се​верном Кавказе вместе с обоими своими друзьями, а младший лейтенант там не бывал. Майор служил на Дальнем Востоке с обоими своими друзьями, а офицер Г был тоже на Дальнем Востоке, но только с одним из своих друзей. Полковник вместе с обоими друзьями воевал в Крыму, но не был на Дальнем Востоке. Д не бывал ни в Крыму, ни на Север​ном Кавказе. Разбери-ка: кто чей друг и кто какой имеет чин?

— Хорошо, — сказал Илюша, — постараюсь решить. Но скажи мне, пожалуйста, какие это задачи? Ведь это же не алгебра?

— Нет, это наша математическая логика.

— Мне казалось, что до сих пор я понимал, что такое ло​гика: это чтобы рассуждать основательно и разумно... А что такое эта твоя математическая логика? Какая разница с обык​новенной?

— Разница в том, что математическая логика представ​ляет собой некоторый род исчисления. Это своего рода алгебра, у которой имеются собственные правила, которые и точнее и шире правил обыкновенной логики 1. Многое в силу ее алге​браичности может быть превращено в ряд обыкновенных вы​числительных правил. Поэтому современные электронно-счет​ные машины получили возможность доказывать, например, теоремы.

— И трудные теоремы?

— Да, не легенькие...

— Все это очень странно! — сказал Илюша. — Неужели можно поверить, что машина может думать?

— Трудно ответить, конечно, на этот вопрос. Думать, как человек, машина, возможно, и не может, но решать задачи, над которыми человек размышляет иной раз очень долго и это ему нелегко дается — вот это она может. Конечно, не {167} всякие задачи, но некоторые удается. И совсем неплохо? Ты, кажется, ничего не имеешь против шахмат?

— Решительно ничего!

— Тогда позволь показать тебе одну позицию на шахмат​ной доске, которая была пред​ложена электронно-счетной ма​шине. Смотри:

Белые: Kpg1, Фd1, Ла1 и е2, Ch6, Kh5, a2, b2, с3, f2, g2, h2.

Черные: Kpg8, Фf5, Лd8 и h8, Kf7, а7, b7, b4, с7, c4, d3, h7. В этой позиции белые начи​нают и дают мат в три хода. Попробуй найди-ка решение! А когда найдешь, сам увидишь, что в легкой партии можно не только его не найти, а даже и прозевать эту победу. А потом скажи мне, надо думать, чтобы решить эту задачу, или нет? Машина решила эту задачу мигом.

— Так-то оно так, — задумчиво вымолвил мальчик, рас​смотрев шахматную диаграмму,— а все-таки это очень похоже на трехходовую задачу, которой только нарочно придана види​мость живой партии... То есть мне так кажется. Потому что черный король стоит в пату — никуда двинуться не может, — и белым надо только отвести черного ферзя с того места, где он защищает поле f6... Вот они это и делают в два хода. Но все-таки интересно! Если разобрать как следует, то этот при​мер не очень убедителен... А вот насчет доказательства труд​ных теорем — другое дело!

— Почитай специальные книжки, — ответил Радикс, — в двух словах это все рассказать нельзя, потому что эта логика довольно своеобразная и нелегкая наука. Могу привести еще один хороший пример. Как будто у твоего папеньки стоит на письменном столе электрическая лампа? Скажи, пожалуйста, как она зажигается?

— У лампы в цоколе, — отвечал мальчик, — есть такая кнопочка. Нажал — лампа зажглась, нажал еще раз — потухла.

— Так-с, — ответствовал Радикс, — давай попробуем все это выразить на языке нашей логики. Пусть зажженная лампа обозначается единицей, потухшая — нулем. А эту операцию нажатия кнопки мы будем тоже именовать единицей. Разумеет​ся, ничего иного под этими символами теперь понимать нельзя. Но если мы так условились, то будет справедливо равенство:

(1+1 = 0), ибо если ты дважды нажал кнопку, то лампа гореть {168} не будет. И вообще всякая сумма четного числа единиц будет равна нулю, а нечетного — единице. Например, если ты нажал кнопку три раза подряд, то (1+1+1 = 1), то есть лампа будет гореть. Единица в левой части равенства — это нечто вроде отрицания «не»: нуль в правой части говорит, что ничего не изменилось. Если лампа не включена, то, прибавляя «не», по​лучаем «не не включена», то есть включена, и наоборот.

— Вот как... — недоуменно пробормотал Илюша.

— И представь себе, что такого рода равенства ныне имеют немалое значение для замечательных современных электрон​но-счетных машин. {169}

[image: image18.png]



�EMBED Equation.3���





�EMBED Equation.3���





� EMBED Equation.3  ���





�EMBED Equation.3���








�EMBED Equation.3���








1 Есть очень хорошая книга известного польского математика Вац�лава Серпинского «Что мы знаем и чего не знаем о простых числах». М., Физматгиз, 1963. Тот, кто заинтересуется распределением простых чисел среди натурального ряда чисел, может узнать довольно интерес�ные вещи по этому поводу в журнале «Знание — сила» (№ 3 за 1965 год, стр. 38—39, а также последняя страница обложки), где рассказывается о странной спирали из простых чисел, обнаруженной математиком С. Ула�мом. Эта углообразная спираль (чертится на клетчатой бумаге) обнару�живает ряд совершенно неожиданных правильностей по части располо�жения простых чисел в натуральном ряду. На этой необычной диаграмме не только самые простые числа, но и промежутки между ними распола�гаются в виде довольно длинных отрезков, образующих самые замыс�ловатые узоры.


1 Есть книга по этим вопросам: М. М. Постников. Магические квадраты. М., «Наука», 1964.


1 АЛ-I, XI.


1 Если ты, читатель, захочешь познакомиться поближе с Бушмей�стером, то вырезай и склеивай его из довольно плотной бумаги, потому что из тонкой бумаги он будет очень эффектно выкидывать свои петли, а разобраться в них будет труднее. Если хочешь, чтобы все тебе было ясно, то не поленись поступить так: при делении Бушмейстера на два раздели сперва (перед тем как склеивать) бумажку пополам вдоль пря�мой линии на две полоски при помощи карандаша с обеих сторон, затем выкрась левую полоску в красный цвет с одной стороны, а потом ту же полоску и с другой; когда ты теперь повернешь конец бумажки на 180°, чтобы склеить Бушмейстера, у тебя совпадут красная полоска с красной, а белая — с белой. Если ты вздумаешь делить Бушмейстера на три, то крась, начиная слева, первую полоску в красный цвет, сред�нюю — в синий, а последняя справа останется белой. Так же точно надо сделать с другой стороны, то есть красить в том же порядке, начиная опять слева. Какие ты выберешь краски и как их расположишь — это, конечно, дело твое; важно только, чтобы краски шли на обеих сторонах бумажной полоски в одном и том же порядке, начиная с какого-нибудь определенного края.


1 Если ты, любезнейший читатель, будешь делить Бушмейстера на пять частей, то раздели бумажку на пять полосок и, начиная слева, выкрась так: красная, белая, синяя, серая, зеленая. В этом случае бу�мажку лучше взять длиной 40 см, а шириной 5 см..


1 В это время кто-то сказал Илюше на ухо: «Достань себе книжку Г. Радемахера и О. Теплица «Числа и фигуры» и почитай там рассказ двадцать третий о периодических десятичных дробях. Он занимает всего восемнадцать страниц. Если тебе покажется мало, бери «Теорию чи�сел» И. В. Арнольда. Только там побольше восемнадцати страниц!» Тут Илюша заметил, что кто-то с ним раскланялся и сел на какую-то длинную палку верхом (а на палке написано: «Ось большая эллиптиче�ская») и со свистом улетел в неизвестность...


* Между прочим, в «Архимедовом лете» имеется рассказ о сравнениях (АЛ-I, XI) и указания на систему вычетов, то есть остатков при делении на некоторое число. В данном случае возникает вопрос о степенных вычетах, или остатках при делении последовательных степеней числа 10 на знаменатель данной дроби. Стоит повозиться с этим, и все станет ясно.


1 По этому вопросу есть сравнительно доступные книги, например: Л. А. Калужнин. «Что такое математическая логика». М., «Наука», 1964. В конце этой книжки есть список литературы. Тот, кто заинтере�суется этим предметом, в книге Л. А. Калужнина может найти немало интересного.
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