Часть 3-я
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Схолия Десятая,

замечательная как своей непревзойденной краткостью, так и весьма скромными размерами сообщаемых ею фактов, на один из коих потребовалось всего-навсего: одна странная вещица, которую Илюша второпях принимает за бильярд, три шахмат​ные доски, одно маковое зернышко, восемьдесят квадриллионов нулей и очень миленькая девушка, некая Альфа Ц. (известная тем, что когда бы на нее ни поглядели, всегда кажется, что она на пять лет моложе того, что есть на самом деле), после чего читатель узнает кое-что о славе Архимедовой, которой не были страшны долгие века, и об одной отважной путешест​веннице.

Радикс опустил свой длинный нос пониже и довольно лу​каво посмотрел на Илюшу. Тому после испанской задачки ничего другого не оставалось, как сделать вид, что он этого не замечает.

— Нет, — сказал мальчик, — ты мне все-таки лучше про Бриарея...

— Про Бриарея рассказ будет не очень длинный. Бриарей был, по древнему греческому мифу, одним из детей Урана — неба и Геи — земли, от которых родились титаны, гекатон​хейры (что значит сторукие) и одноглазые циклопы. С одним из этих последних встретился Одиссей, как ты, вероятно, знаешь (а не знаешь, так возьми «Одиссею» в переводе Жу-{170}ковского и узнаешь). Бриарей и был одним из гекатонхейров, которые в мифах олицетворяли грозные силы разбушевавшей​ся морской стихии. Титаны олицетворяли собой первобытные силы природы в их совокупности, а циклопы — явления не​бесной грозы: гром, молнию и заодно уж извержения вулка​нов и землетрясения. Все эти титаны были до того страшны, что собственный отец заточил их в Тартар. А потом, когда титаны восстали против Зевса, он победил их с помощью гека​тонхейров и циклопов. Миф этот связан с осадой Сиракуз римлянами, потому что Марцелл, предводитель римского вой​ска, однажды сказал, объясняя своим воинам причины не​удачных штурмов Сиракуз, что победить Архимеда, «этого Бриарея геометрии», почти невозможно. Вот поэтому-то мы иногда здесь о нем и вспоминаем.

— Значит, — сказал Илюша, — Бриарей был великан?

— В этом роде, — отвечал Радикс. — Но мы здесь видали и не таких великанов.

— Это ты про Великую Теорему?

— Нет. Есть великаны и попроще, но такого удивитель​ного роста, что невольно диву даешься. Мы с тобой сейчас го​ворили о мифах. Эти прекрасные, поистине высокопоэтические создания народного гения сохранили нам не только образы древнего искусства, но и замечательные мысли. Возможно, мы снова вспомним нашего сиракузского Бриарея. Люди с давних времен всегда интересовались большими числами. В трудах индийских математиков, поскольку они отразились в легендах и поэмах древней Индии, мы встречаем не просто упоминания о больших числах, но суждения о том, как их строит мысль человеческая, какие числовые громады можно построить, исходя из довольно простых принципов.  Так, в одной из древнейших книг Индии рассказывается, каким образом могут быть уложены камни при постройке некоей стереометрической фигуры. Счет начинается с десяти тысяч, затем это число по​следовательно увеличивается путем умножения его на десять, и девятое число из этого ряда уже довольно велико: десять в двенадцатой степени. Мы теперь называем его триллионом— это миллион миллионов. Чтобы как-нибудь представить себе эту «крошку», вспомним вот о чем. Самая близкая к нам звезда, не принадлежащая к нашей Солнечной системе, назы​вается Альфа Центавра. Ты, наверное, знаешь, что обычно отдельные звезды созвездия называются греческими буквами. Так вот, Альфа Центавра находится от нас на расстоянии соро​ка триллионов километров. Свет в одну секунду пролетает триста тысяч километров. В году свыше тридцати миллионов секунд; следовательно, свет этой звезды должен идти к нам примерно четыре с половиной года. Довольно долго, не прав-{171}да ли? Допустим, что у нас с тобой [image: image1.png]


будет самолет, который летает со скоростью тысяча километров в час. Для круглого счета будем считать, что в году девять тысяч часов. Тогда за год он пролетит девять миллионов километров, за сто лет — девятьсот миллионов километ[image: image18.wmf]16
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ров, то есть еле приблизится к биллиону. Таким об​разом, чтобы пролететь триллион километров, нашему самолету при​дется лететь, не останавливаясь, сто тысяч лет с лишним. Ты видишь, что триллион — это довольно почтен​ное число.
Тысяща.
Тьма.
— Да уж, действительно! А ска​жи, пожалуйста, ведь биллион не​[image: image19.wmf]),
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редко называют еще миллиар​дом, так нельзя ли на этом основа​нии назвать триллион биллиардом?

     Легеон.

Древнеславянские цифры.
— Нет, такого названия не существует. Ну, слушай даль​ше. Мысль древнеиндийских математиков и поэтов на этом не остановилась. В поэме Рамаяна описывается воинственный бог Сугрива, который ведет странное обезьянье войско. Число хвостов в этих ужасающих полчищах начинает исчисляться обезьяньими дивизиями, в каждой из которых ты находишь, ни много ни мало, сто миллионов непобедимых мартышек. За​тем эти дивизии объединяются во все более и более крупные соединения, и в конце концов во всей этой бесподобной армии насчитывается 1038 мохнатых богатырей. Что такое 1038 по нашей системе? Если мы назовем с тобой 1033 децильоном, то дальше счет пойдет так:

1033 ...... децильоны

1036 ...... тысячи децильонов

1039 ...... миллионы децильонов

1042 ...... биллионы децильонов

Как видишь, хвостов в распоряжении этого индийского вояки было вполне удовлетворительное количество.

Кстати, скажу тебе вот еще что. В старинных русских ру​кописях тоже имеются рассуждения о весьма больших числах. В одной рукописи приводится число, о котором говорится, что «больше сего числа несть человеческому разуму разумети». Оно именуется «колодой» и равняется 108, то есть сотне мил​лионов. Однако это еще не всё. В другой рукописи есть ука​зание на то, что, кроме обычной системы, которая заканчи​-{172}вается колодой, существует еще и иная система, называемая «числом великим словенским», и там уже «последнее» число равняется 1048. А теперь обрати внимание на то, что эти индийские поэмы, как и их отражения в старинных русских рукописях, никогда не называют большое число сразу, а по​казывают, как путем постепенного увеличения вполне обозри​мого числа мы получаем числа, которые уже превосходят наше воображение. Есть еще одна замечательная индийская легенда о том, как царевич Бодхисатва сватался к дочери царя Дандапани и какими вопросами испытывал царевича премуд​рый Арджуна. Речь идет о системах счисления и о том, како​вы примерно размеры получаемых при этом чисел. Эта пре​красная сказка очень напоминает одно замечательное творе​ние нашего с тобой любимца Архимеда. Оно построено по тому, же принципу, как и сказка об индийском царевиче. Хочешь послушать?

— Да-да!— сказал Илюша.— Про Архимеда мне все очень интересно. 
— Отлично. Дело было в третьем веке до нашей эры. Архи​мед в этом сочинении, которое написано в форме послания к сиракузскому царю Гелону, идет примерно тем же путем, каким шли индийские математики. Он показывает на очень хорошем примере, что человек в [image: image20.wmf]2
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рассуждениях может составить числа, превышающие всякий, даже самый необъятный на пер​вый взгляд пример. Архимедов «Счет песчинок» (так называет​ся это его сочинение) начинается следующими словами: «Неко​торые — о царь Гелон! — думают, что число песчинок беско​нечно. Не только тех песчинок, что находятся вблизи Сиракуз и по всей Сицилии, но и всех тех, что рассея​ны по всем обитаемым и необитае​мым странам земли. Другие [image: image21.wmf]8

2

1

1

-

пола​гают, что число это не бесконечно, но невозможно определить словесно количество, которое превышало бы число всех этих песчинок». Архимед утверждает, что мнения эти непра​вильны, и опровергает их таким об​разом. Возьмем песчинку и пред​положим, что в одном маковом зер​[image: image22.wmf]...
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нышке находится 104, или десять тысяч таких песчинок. Не правда ли, это будет довольно маленькая пес​чинка?
Леодр

Ворон

— Ясно, — отвечал Илюша, — прямо пылинка. {173}

Колода

— Далее Архимед говорит, что один палец равен сорока диаметрам макового зернышка, а стадия (греческая мера дли​ны, которая равна примерно ста шестидесяти метрам) меньше десяти тысяч пальцев. Затем он говорит, что если мы возьмем шар с диаметром в одну стадию, то объем его будет меньше, чем объем куба, ребро которого равно одной стадии, что оче​видно, ибо такой шар можно вписать в такой куб. Из этого он заключает, что в шаре с диаметром в одну стадию не мо​жет заключаться песчинок более нежели 1021, то есть более секстильона. Ясно, что объем этого шара менее, чем 104·3 ку​бических пальцев, он меньше, чем 403 • 1012 зернышек мака, а следовательно, меньше, чем 104 • 403 • 1012, или 64 • 1019, песчи​нок, а стало быть, он меньше, чем секстильон, равный 1021. Далее он полагает, что если построить шар с диаметром, рав​ным диаметру Солнечной системы, который, как он полагает, меньше 1010 стадий, то объем этого шара будет менее 1030 ку​бических стадий, а следовательно, в нем будет заключаться менее, чем 1051 песчинок, или, по нашей с тобой системе, менее квинтильона децильонов. Наконец, Архимед строит шар с ра​диусом, равным расстоянию от Земли до неподвижных звезд, которое, по его мнению, менее десяти тысяч диаметров Сол​нечной системы, и утверждает, что в таком шаре будет заклю​чаться менее 1063 песчинок, или, по нашим с тобой обозначе​ниям, менее нонильона децильонов. Может быть, тебе эта величина станет немного яснее, если я скажу, что в переводе на современные меры объем этой сферы Архимеда менее не​жели 5 • 1054 кубических сантиметров. Но Архимед не упо​треблял позиционной системы, как не пользовался он и пока​зателями степени. Он строит для этого рассуждения свою систему чисел, начиная с греческого числа «мириада», которое равно десяти тысячам, то есть 104. Тогда числа до мириады он называет первыми числами, затем идет мириада мириад, или 108, которая будет единицей вторых чисел. Мириада мириад вторых чисел, или 1016, будет единицей третьих чисел, и так далее. И вот теперь оказывается, что для того, чтобы опреде​лить, сколько песчинок будет в сфере, радиус которой равен расстоянию от Земли до неподвижных звезд, достаточно взять число, которое будет менее тысячи мириад восьмых, чисел Архимеда. Таким образом, Архимед на очень несложном и очень ярком примере показал, что человеческая способность последовательно строить числа легко справляется с величи​нами, для которых трудно подобрать пример, который что-нибудь говорил бы нашим чувствам. Заметь, что Архимед ни​где не определяет точно своих чисел. Он ограничивается тем, что указывает только на то, что искомое число не может пре​вышать некоторой определенной величины. Таким образом, он нам указывает на то, что называется порядком вели​чины. Мне кажется, да ты и сам можешь легко догадаться (уже не маленький!), что большего в таком рассуждении и не надо.

— Да, уж действительно! — промолвил Илюша. — Я рань​ше думал, что это ужасно большое число, знаешь, вот в этой задаче, где надо сосчитать, сколько зерен будет лежать на шахматной доске в шестьдесят четыре квадрата, если на пер​вый квадрат положить одно зернышко пшеницы и на каждую следующую клетку класть в два раза больше. Но там совсем не так много получается.

— Да. Для обыкновенной шахматной доски получается число порядка десятков квинтильонов. Если взять стоклеточ​ную доску, на которой играют в так называемые «польские шашки», то тогда число зерен доберется до нонильонов. А если взять доску еще побольше, у которой не десять полей с каж​дой стороны, а четырнадцать, и всего будет сто девяносто шесть полей, то вот тогда мы как-нибудь уж доползем до сотен септильонов децильонов.

[image: image23.png]


— Как скоро все-таки растет! — воскликнул Илюша. — Да, — отвечал Радикс, — растет недурно. Что же ка​сается Архимеда, то он останавливается на числе, которое можно записать так:

и которое представляет собой единицу с восемьюдесятью квадриллионами нулей. Если это число написать на бумажной ленте, умещая по пятисот нулей на одном метре, то есть писать очень мелко и убористо, то на одном километре ленты мы напишем пятьсот тысяч нулей и на двух километрах один миллион. А так как нулей восемьдесят квадриллионов, или восемьдесят биллионов миллионов, то ленточка наша будет длиной в сто шестьдесят биллионов километров! Ленточка не маленькая: она в четыре с лишним раза длиннее орбиты, по которой несется планета Плутон. Свет, как ты знаешь, двигается довольно быстро. Однако все-таки, если бы на одном конце нашей ленточки мелькнула яркая звезда, на другом конце ее увидали бы не сразу, а только через шесть суток. Но ведь это еще только изображение архимедова числа, а не само число!

— Удивительно! — сказал Илюша.

— Работы Архимеда были удивительны не только для тебя, но и для людей недюжинных способностей и великих знаний. Древний историк Плутарх так говорил об Архимеде: «Во всей геометрии нет теорем более трудных и более глубоких, не​жели теоремы Архимеда. Мне самому всегда казалось, когда {175}

Единицы ……………………….    100

Тысячи …………………………    103

Миллионы …………………….     106
Первые архимедовы числа

108 — вторые архимедовы числа (мириады мириад).

Биллионы ……………………...    109

Триллионы ……………………    1012

Квадриллионы ……………..…    1015
1016 — третьи архимедовы числа.

Квинтильоны ……………..…..    1018

Секстильоны ………………….    1021

Септильоны ………………...…    1024
*

1024 — четвертые архимедовы числа.

Октильоны ………………...…..    1027
Нонильоны …………………....    1030

Децильоны ……………………     1033
**

1032 — пятые архимедовы числа.

Тысячи децильонов ………….     1036
Миллионы децильонов ….…..     1039
Биллионы децильонов ……….    1042
1040 — шестые архимедовы числа.

Триллионы децильонов ……...    1043
Квадрильоны децильонов ……   1048
Квинтильоны децильонов ……   1051
1048 — седьмые архимедовы числа.

Секстильоны децильонов …..…. 1054
Септильоны децильонов ………  1057
Октильоны децильонов ……....    1060
1056 — восьмые архимедовы числа.

***

Нонильоны децильонов ….…..    1063
Децильоны децильонов …….…   1066
1064 — девятые архимедовы числа.

* Здесь стоит число, равное сумме зерен пшеницы на шахматной доске в шестьдесят четыре клетки. Примерно оно равно 1019 • 1,8447.

** Здесь стоит число, равное сумме зерен на шахматной доске в сто клеток. Примерно оно равно 1030 • 1,2677.

*** Здесь стоит число, равное сумме зерен на шахматной доске в сто девяносто шесть клеток. Примерно оно равно 1059 • 1,0039.

я впервые знакомился с его математическими предложениями, что они до того трудны, что ум человеческий не в состоянии найти им доказательства. Однако когда узнаешь, как сам Архимед их доказывает, то тебе кажется, будто ты сам нашел это доказательство — до того оно просто и легко».

— Ты знаешь, я иногда сам что-то в этом роде чувство​вал!.. Только не по отношению к Архимеду, а вообще по отношению к математике. Я очень хорошо понимаю, что хочет сказать этот древний историк!

— Так оно и должно быть, — с улыбкой ответил Радикс. — Ты испытываешь это светлое чувство радостного удивления перед могуществом человеческого разума, когда встречаешься {176} с элементарными положениями, а люди, более тебя начитан​ные, испытывают то же, когда видят более сложные построе​ния. Это вполне естественно. Один из самых крупных матема​тиков семнадцатого века, Лейбниц, который очень много сделал для развития высшей математики, так сказал об Архимеде: «Когда внимательно разбираешься в творениях Архимеда, то постепенно перестаешь удивляться новейшим открытиям современных геометров». Два других великих ма​тематика — французы Лагранж и Даламбер — в восем​надцатом веке тоже немало потрудились над созданием выс​ших разделов математики. Они писали об Архимеде: «Ни один из геометров древности не сделал таких многочисленных и важных открытий. Поэтому какими бы важными преимуще​ствами ни обладали новые методы и как бы это ни было общеизвестно, тем не менее каждый математик должен по​интересоваться, какими тонкими и глубокими размышлениями Архимед сумел достигнуть таких сложных результатов». А за​мечательный английский математик Валлис, современник Ньютона, даже называл его «человеком сверхъестественной проницательности». Да и в гораздо более раннее время, когда ни Лейбница, ни Валлиса, ни Даламбера с Лагранжем не было еще на свете, крупнейшие ученые, которые впервые начали снова двигать вперед математику после долголетнего застоя, такие люди, как, например, Иоганн Кеплер (шестна​дцатый-семнадцатый века), прямо говорили, что они пытаются продолжать дело Архимеда, а Бонавентура Кавальери (современник Кеплера и ученик Галилея) с гордостью утвер​ждал, что ему удалось проникнуть в тайны того аналитиче​ского метода, которым Архимед пробивался через самые не​приступные проблемы. Вот какой это был замечательный человек! Кавальери гордился тем, что сумел восстановить его методы. Мы еще поговорим с тобой об этом замечательном ученом. Ньютон однажды сказал, что он совершил свои откры​тия, так как «стоял на плечах гигантов». Кто же эти гиганты? Это раньше всех Кеплер и Галилей.

— Да! — отвечал в почтительной задумчивости мальчик.— Только ведь это сочинение Архимеда о счете песка никаких особенных задач не решает. Правда?

— Ошибаешься! — отвечал Радикс. — Это сочинение имеет необыкновенно важное значение, и даже гораздо более важ​ное, нежели решение какой-либо частной проблемы. Оно ста​вит такие серьезные вопросы, которых никто еще до Архи​меда на практике не решался касаться; если же и касался, то, так сказать, несознательно, не представляя себе всей важ​ности этой задачи. Она, в частности, заключается в доказа​тельстве положения, утверждающего, что ум человеческий {177} способен легко строить числа, превышающие любую заранее заданную величину. Сам Архимед определял задачу этого со​чинения так: оно должно доказать, что данное число песчинок не бесконечно и что возможно построить число, превышающее его. Но ведь песчинки — только частный пример, поэтому я настаиваю на моем первом определении задачи «Псаммита» (так называется по-гречески это сочинение Архимеда).

— Это очень интересно, — ответил Илюша поразмыслив. — Но ведь это только для того, чтобы посмотреть, к чему при​ведет такая странная задача? Не правда ли?

— Напрасно ты так думаешь,— ответил, нахмурясь, Ра​дикс,— совершенно напрасно!.. «Псаммит» был сочинен Архи​медом не для праздной забавы, отнюдь. Чем более серьезные задачи ставил перед собой человек в те древние времена (задачи из области физики, механики, астрономии и так да​лее), тем более сложный математический аппарат ему был нужен. И вот, чтобы начать строить этот аппарат, ему, чело​веку, и понадобились очень большие числа. Громадные! Не​объятные! И «Псаммит» Архимеда был первым серьезным шагом в этой области. После того как содержание этого сочи​нения Архимеда было усвоено, можно было ставить себе и иные задачи. Например: что мы будем получать, если начнем после​довательно делить единицу на ряд чисел Архимеда и дойдем до самых больших из названных им чисел?

— По-моему, — сказал Илюша, — это будет история путе​шествия синьориты Одной Энной по натуральному ряду.

— Недурно сказано! — воскликнул Радикс. — Недурно!

— По-видимому, эта особа будет все уменьшаться в объеме.

— А не найдешь ли ты такого числа, на которое она все более и более будет походить?

— Не знаю,— произнес мальчик осторожно,— какое же это может быть число. Ну, разве что нуль? То есть я хочу сказать, что чем дальше будет продолжаться прогулка синьо​риты Одной Энной по натуральному ряду, тем труднее ее будет отличить от нуля.

— Это разумный вывод, — отвечал одобрительно Радикс. — Так, конечно, и будет. Ну, а что случится, по-твоему, если я возьму все значения твоей приятельницы, госпожи Одной Энной, и начну теперь делить единицу на каждое из ее значе​ний? Ну-ка!

— Ясно, — отвечал Илюша, — что ты снова получишь все те целые числа, с которых я начал, когда мы заговорили о синьорите Одной Энной.

— Прелестно! Рад от души!.. Но скажи на милость, а нет ли такой величины или даже такого математического образа, на который все более и более будут походить эти все расту-{178}щие и растущие обратные величины значений синьориты Одной Энной?

Илюша не знал, что ответить на это, и только высказал предположение, что числа эти будут невообразимо громадны, так что вскоре даже и слава пресловутого «последнего» архи​медова числа сильно потускнеет.

— Послушай, Илюша, — промолвил Радикс, — ты только что сказал: что ни далее, тем значения синьориты Одной Энной все менее и менее будут отличаться от...

— От нуля.

 — Правильно. Следовательно, перед нами будет ряд частных, делители которых все приближаются и приближаются к нулю. Прекрасно! А к чему же будут приближаться ча​стные?

Илюша призадумался. Затем он сказал так:

— Видишь ли, я слышал, что есть такое слово «беско​нечность». Только я не знаю: правильно ли будет, если мы сейчас о нем вспомним? Как ты скажешь?

— Это дело серьезное. И даже весьма. Тут есть над чем голову поломать. А в общем, чтобы подвести итог нашему разговору о «Псаммите», попробуй скажи мне в одной фразе, что там говорится.

Илюша подумал и ответил так:

— Какую бы мой собеседник величину ни назначил, я не​медленно сооружу число во много раз больше.

И Радикс улыбнулся, на этот раз вполне удовлетворенный ответом Илюши.
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Схолия  Одиннадцатая,

которая, во-первых, довольно длинная, а во-вторых, не так уж проста, так что читателю придется проявить если не упрям​ство, то немалое упорство, коли он, хочет и дальше играть в схолии. Однако если не читать этой схолии, то и вообще больше ничего читать в этой книжке не придется. Поэтому тот, кто хочет читать далее Одиннадцатой Схолии, должен запастись мужеством. Тогда, он узнает кое-что новое о яблоках, о кружочках и прутиках одного не очень послуш​ного и, даже упрямого мальчика, который жил неподалеку от одной большой горы. Именно тут Илюша слышит превосходные арифметические рассуждения, но как только дело чуть-чуть касается геометрии, поднимается невероятная кутерьма, вы​званная появлением некоего неуклюжего авиадесанта, одолеть который только и можно с помощью вышеупомянутого упрям​ства.

— Ну-с, уважаемый Илья Алексеич, — произнес важно Ра​дикс,— изложите мне вкратце, как вы себя изволите чув​ствовать.

Илюша посмотрел на него немного подозрительно, припом​нив не совсем приятный разговор с командором, но потом решил, что вряд ли Радикс вспоминает именно об этой истории.

— Во-первых,— начал Илюша,— мне никогда в голову не {180} приходило, что у вас здесь столько чудес. Во-вторых, я ни​когда не думал, чтобы такой пустяк, как, например, Дразнил​ка, мог привести к таким серьезным и сложным выводам. Правда, мне папа раз прочел две строчки из стихов, которые написал поэт Баратынский про Ньютона, но только я... если уж по совести сказать... пропустил эту штуку мимо ушей...

— А ты помнишь эти строчки?

— Помню, — ответил Илюша. — Вот как там сказано:

Плод яблони со древа упадает, Закон небес постигнул человек.

Ну, это в том смысле, что человек, увидавши вещь самую про​стую, которую все видали миллионы раз, подумал над ней, как следует размышлять настоящему ученому, и открыл, что такое всемирное тяготение. Только я не знаю, так я рассказываю или нет.

— Приблизительно так, — сказал его друг. — Как будто и на самом деле с Ньютоном случилось нечто в этом роде, но в данном случае ведь не это самое важное. Ты ведь вспомнил об этом стишке потому, что теперь ты заметил, как размышле​ние над предметами самыми простыми и обычными может при​вести нас к очень важным и глубоким заключениям. Так я тебя понял?

— Да, — ответил Илюша, — я как раз это и хотел сказать.

— Хорошо, что ты это заметил. Надо только еще вспом​нить вот о чем. Эти стихи неправильны и в другом смысле. Дело в том, что один человек никогда бы не смог путем раз​мышления открыть столь сложный закон. Нужна была работа целых поколений мыслителей, чтобы постепенно подвести человечество к такому состоянию знаний, когда стало воз​можно такое открытие. Законы падения тел были впервые научно определены великим Галилеем, жившим в Италии в шестнадцатом и семнадцатом веках. Ньютон родился в Ан​глии как раз в год смерти Галилея. И все работы Галилея были к его услугам. Вот как было на самом деле. Однако, конечно, даже и такого великого мыслителя, как Галилей, было еще мало для этого. На самом деле работа великого Ньютона была гениальным итогом работы гораздо большего числа людей. В их числе нельзя не назвать еще астронома-наблюдателя Тихо де Браге и великого его последователя Иоганна Кеплера. А к этому надо еще добавить, что как Гали​лей, так и Кеплер — оба они опирались на замечательные труды Николая Коперника...

— Как интересно!..

— Конечно! По этому поводу мне припомнились сейчас еще {181} и другие стихи, которые высказывают примерно ту же самую мысль, но, пожалуй, в более удачной форме, потому что стихи, которые ты прочитал, вспоминают Ньютона, на мой взгляд, совершенно не к месту. С другой стороны, однако, возможно, что первая, еще не совсем ясная идея о всемирном тяготении, как это иногда бывает в таких случаях, действительно могла возникнуть у ученого, когда он услыхал, как стукнулось о землю упавшее яблоко. Кажется, что это случилось вне​запно, но на самом деле ученый давно уж размышлял об этом. Был еще такой английский поэт Александр Поп. Жил он в восемнадцатом веке, пользовался в свое время большой из​вестностью, и его сочинения до сих пор высоко ценятся на его родине. Так вот, однажды он написал такие стихи:

Был скрыт закон небес во мгле, но бог сказал:

«Да будет Ньютон!» — И свет просиял над миром.

В этих стихах Поп подражает Библии, где рассказывается, что бог сотворил мир из ничего, просто путем заклинаний. Ты, я полагаю, прекрасно понимаешь, что эти древние сказки ни в малой мере не объясняют происхождения мира и его устрой​ства, что нужны были миллионы лет постепенного развития, чтобы мир стал таким, какой он есть, и что это может выяс​нить только наука, а не сказки. Совершенно то же возраже​ние мы должны высказать и стихам Попа: «Вы, дорогой поэт, придумали очень занимательно о Ньютоне, с этим мы не спо​рим, но, по существу, вы неправы, ибо творения Ньютона не с неба свалились, а есть результат упорной и долгой работы людей ученых, как и он, его предшественников, плод посте​пенных и отнюдь не легких усилий всего мыслящего челове​чества. С другой стороны, мы хорошо понимаем, что Ньютон был не человек, а истинное чудо, но тогда надо сделать оговор​ку, что это не какое-нибудь сверхъестественное чудо, а одно из таких чудес, которые всегда делало, делает и будет делать человечество». Можно еще добавить, что нередко очень важные открытия появляются на белый свет как бы неожиданно, и люди им удивляются. Но затем обычно выясняется, что это удивительное открытие давно уже где-то потихоньку вызре​вало, только не все это замечали.

Илюша долго молчал, затем сказал:

— А еще меня очень удивил треугольник Паскаля. Кажет​ся, просто — сложение, и больше ничего, — а какие замечатель​ные вещи получаются из него!

— А ты никогда не слыхал, как учился математике этот Паскаль, когда он был совсем маленьким?

— Нет! — воскликнул Илюша. — Расскажи, пожалуйста! {182}

— Ну, слушай. Дело было в семнадцатом веке. Блез Па​скаль родился во французском городе Клермонте. Сейчас этот город называется Клермон-Феран и находится в департа​менте Пюи-де-Дом, где имеется одна довольно большая гора, около полутора километров высотой, с таким же названием. Я вспоминаю о ней потому, что некоторые работы Паскаля, были связаны с этой горой. То, что я тебе сейчас расскажу о детстве Паскаля, основано на свидетельстве его сестры и очень похоже на правду. Отец Паскаля был по тем временам очень образованный человек, недурной математик, переписы​вался с Фермá. Этьен Паскаль хотел дать своему сыну хоро​шее образование. Так как в то время все научные труды писа​лись главным образом на латинском языке, то отец Паскаля считал, что мальчик раньше всего должен изучить латынь и знать ее настолько хорошо, чтобы свободно читать как совре​менные ему ученые сочинения, так и сочинения древних мате​матиков. Отец Паскаля был человек строгий и требовательный. Он сам занимался с сыном древними языками. И вот однажды во время урока мальчик спросил своего сурового отца: «Что такое геометрия?» Отец ответил ему, что сейчас не время об этом говорить, потому что они занимаются латынью. Однако, услышав такой вопрос, отец решил, что не следует говорить так, чтобы мальчик подумал, что геометрия это нечто такое, о чем ему не следует знать, и добавил, что геометрия учит нас, как нарисовать совершенно точную фигуру и как узнать, в каких отношениях находятся части этой фигуры друг к дру​гу. При этом отец сказал, что сыну сейчас рано еще не только заниматься этим, но даже и думать об этом. Математические сочинения хранились у отца Паскаля под замком, и говорить при мальчике о математики избегали. И все-таки мальчик Блез начал думать над тем, что ему сказал отец, не зная о геометрии ничего, кроме этой фразы отца. Затем при помощи кусочка угля он стал рисовать на полу детской геометрические фигуры и размышлять над тем, каким образом можно вычер​тить точный круг или равносторонний треугольник. Так как он не знал, как геометры называют свои отрезки, углы и прочее, то он выдумал им свои названия. Отрезок он назы​вал прутиком, окружность — кружком. Ему было всего двена​дцать лет.

И вот однажды его отец, случайно зайдя в эту комнату, застал его за этим занятием. Отец в удивлении спросил, что это он делает. Мальчик смутился, ибо ему было запрещено даже и думать о геометрии, и отвечал, что он играет... и вот сейчас только что он пришел к одному очень смешному заклю​чению, а именно: заметил, что из прутиков у него выходят разные уголки — маленькие, средние и большие. {183}

— Постой-ка! — воскликнул удивленный Илюша. — То есть он сам додумался до того, что существуют острые, пря​мые и тупые углы?

— Вот именно. Но слушай, что было дальше. А когда он стал рассматривать свои «треуголки» (то есть треугольники), то заметил, что если взять все три уголка и сложить их вместе, то получается каждый раз не больше и не меньше, как два средних уголка.

— Послушай! — воскликнул Илюша. — Да может ли это быть? Выходит, что он сам, один, своим умом дошел до утвер​ждения, что сумма углов треугольника равна двум прямым? Как же это возможно?

— Представь себе, что это для него оказалось возможным! Отец его был удивлен этим не меньше тебя. Он пошел к од​ному своему другу, рассказал об этом и прямо заплакал от радости. История эта хорошо известна. Есть даже статуэтка, изваянная французским скульптором Моро-Вотье, изображаю​щая, как маленький Блез рисует треугольник на полу. После этого случая Этьен Паскаль дал сыну «Начала» великого Евклида, причем Блез получил позволение читать их только в свободное время. Надо тебе еще знать, что «Начала» Евкли​да, хотя в них говорится о планиметрии примерно то же самое, что и в твоем школьном учебнике геометрии, изложены очень сложно, по-старинному. Чтобы дать тебе представление об этом, укажу хотя бы на то, что Евклид в своих четырехстах семидесяти предложениях, составляющих около шестисот страниц, не всегда ссылается на ранее доказанные теоремы, а когда дело доходит до какого-нибудь уже доказанного поло​жения, которое ему надобно по ходу рассуждения, он часто доказывает это положение опять с самого начала. Все пропор​ции записаны словами, так как тогда ни знаки действий, ни алгебраические обозначения еще не употреблялись. Хорошо известная тебе алгебраическая формула квадрата суммы, ко​торую мы получаем простым умножением, у Евклида доказы​вается геометрически, и это доказательство содержит в себе без малого триста слов! Вот и представь себе, какими же спо​собностями и каким трудолюбием должен был обладать этот мальчик, чтобы одолеть такую книгу! А он одолел ее само​стоятельно так хорошо, что шестнадцати лет написал работу по геометрии, которая была одной из первых новых работ по геометрии со времен великого Архимеда. А через три года Паскаль построил первую в мире счетную машину, которая в те времена казалась самым настоящим чудом.

— Вот здорово! А мы-то в школе хнычем, что наша гео​метрия трудная!

— Разумеется, — отвечал Радикс, — не всякому природа {184} дает такие способности. Но трудолюбие такое может развить в себе всякий, если только он действительно любит науку и хочет быть полезен людям, когда вырастет.

— Ах! — воскликнул Илюша. — Конечно, это ужасно не​приятно, когда тебе тыкают в нос, что вот, дескать, у Сеньки Золотарева всегда чистая тетрадка, а у тебя вечно клякса на кляксе! Терпеть не могу! Но вот когда ты мне рассказываешь такие замечательные вещи про Паскаля, мне самому хочется все делать так, как он делал.

— Заметь, — прибавил Радикс, — что сейчас это гораздо легче, потому что твои учебники — это просто настоящие шоколадки по сравнению с тем, что представляют собой «На​чала» Евклида.

— Да, — сказал Илюша, — вот уж я не думал услыхать от тебя такие удивительные истории, после того как ты спел песенку про сов и мышей!

— Одно другому не мешает, — отвечал, улыбаясь, Ра​дикс. — Почему бы нам и не пошутить? Это только лентяи думают, что у нас здесь скучно. Но, чтобы шутить, надо кое-что знать. А когда ты что-нибудь узнал, ты должен вспомнить хоть на минутку, сколько замечательных людей положили всю свою жизнь для того, чтобы ты мог все это узнать.

— Нет, — сказал Илюша, — теперь я всегда буду помнить об этом!

— Смотри! — сказал Радикс. — Есть ведь такая поговор​ка: «Давши слово, держись, а не давши — крепись».

— Нет, нет, — сказал горячо Илюша, — нечего тут кре​питься! Я не забуду. Только мне бы хотелось еще кое-что узнать про Паскалев треугольник и про гору Пюи-де-Дом.

— Про горку эту мы поговорим в свое время. А насчет треугольника я вот что хотел у тебя спросить. Ты обратил внимание на его второй столбец?

Илюша посмотрел на табличку

1  1  1  1  1  1  1

2  3  4  5

1  3  6  10

1  4  10

1  5

1

и сказал:

— Во втором столбце просто стоят цифры по порядку: раз, два, три, четыре, пять... Что же тут интересного?

— Кое-что любопытное есть и тут. Скажи-ка, пожалуйста, а как бы ты определил этот ряд, если бы тебя спросили, как он устроен? {185}

— Устроен он, по-моему, очень просто. В начале стоит единица, а каждый следующий его член получается путем прибавления той же единицы к предыдущему члену.

— Правильно. А знаешь ли ты, как называется ряд, устроенный по этому правилу? Он называется арифметиче​ской прогрессией.

— Ах да!— ответил Илюша. — Это я знаю. Я только не до​гадался, что ты именно об этом спрашиваешь.

— Значит, ты, наверное, знаешь и то, что такое геоме​трическая прогрессия?

— Конечно, — ответил мальчик. — Она очень похожа на арифметическую, только там каждый член получается не при​бавлением какой-нибудь величины, а умножением на что-нибудь.

— А помнишь ли ты, как называется величина, которая прибавляется к каждому члену арифметической прогрессии, и та, на которую умножается каждый член геометрической?

— Помню. В арифметической эта величина называется разностью прогрессии, а в геометрической — знаменателем прогрессии.

— Ну-ка,— сказал Радикс,— напиши мне арифметическую прогрессию. Первый член у нее, конечно, будет единица, а раз​ность — два.

Илюша взял мел и написал:

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19...

— А теперь геометрическую.

Илюша написал:

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512...

— Прелестно! — заметил Радикс. — Это какие у тебя про​грессии?

— Возрастающие.

— В высшей степени очаровательно! Ну, а давай-ка те​перь убывающие.

Илюша написал следующее:

1, —1, —3, —5, —7, —9, —11, —13...

а затем:

1, 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64, 1/128...

— Ну-с, юноша, — сказал после этого Радикс, — а способ​ны ли вы дать мне определение той и другой прогрессии? {186}

— Способен. Арифметической прогрессией называется ряд чисел, из которых каждое получается из предыдущего прибав​лением постоянного положительного или отрицательного числа, которое называется разностью прогрессии. Геометриче​ской прогрессией называется ряд чисел, из которых каждое равняется предыдущему, умноженному на постоянное число, целое или дробное, которое называется знаменателем прогрес​сии. Да это ты мне целый экзамен устраиваешь!

— Терпи, казак, — отвечал Радикс. — Без этого дальше и носа сунуть не дадут. Впрочем, может быть, тебе хочется, что​бы тебя не я, а Уникурсал Уникурсалыч экзаменовал?

— Нет уж, спасибо! — воскликнул испуганный Илюша. — Ну его совсем! Начнет опять нести свою околесицу да язвить, пока в голове полная каша не получится, а потом изволь в этой путанице разбираться.

— Раз мы с тобой вспомнили о нем, так не хочешь ли ты, кстати, решить две его задачки, не то что очень трудные, но все-таки над которыми надо немножко призадуматься? Вот что гласит первая: «В ночь на восемнадцатое июля тысяча пятьсот десятого, если не ошибаюсь, года большой корабль зна​менитого флорентийского мореплавателя Америго Веспуччи вошел в устье некоторой большой реки за океаном и стал на якорь. Ночью же с борта корабля была спущена веревочная лестница с пятнадцатью деревянными перекладинами, дохо​дившая как раз до адмиральской шлюпки, на которой Амери​го и отправился немедленно на берег. Расстояние между смеж​ными перекладинами равнялось одному с четвертью англий​скому футу, который примерно равен тридцати с половиной сантиметрам. На рассвете начался прилив, вследствие кото​рого вода в реке стала подниматься, будем считать с шести часов утра, со средней скоростью одного метра в час. Спраши​вается: на сколько ступеней должен был подняться по вере​вочной лестнице в четверть девятого утра восемнадцатого июля тысяча пятьсот десятого года знаменитый и отважный мореход Америго Веспуччи, как раз в это время вернувшийся на своей адмиральской шлюпке с берега?»

— Одну минуту, — сказал Илюша. — Я запишу.

— Запиши! Это в таких случаях первое дело!

Илюша начал было записывать, потом остановился.

— Так ведь это... — воскликнул он. — Фу, какая ерунда! Ха-ха-ха!

— Ну ладно! — засмеялся в ответ Радикс. — А вот и дру​гая задачка: «В старину некий министр должен был выбрать одного из своих подчиненных, чтобы послать его за границу с очень важным порученьем. Так как этот старик министр был уверен, что для этого дела требуется быстро соображать и ре-{187}шать, то, выбрав троих самых способных молодых людей, он велел им стать посредине его кабинета на ковре, так, чтобы они стояли в трех углах некоего равностороннего треуголь​ника. Затем он сказал им: «У меня есть здесь шесть бумаж​ных колпачков: три белых и три зеленых. Сейчас слуги унесут отсюда свет, и я в наступившей темноте надену на голову каждого из вас один из этих колпачков. Затем слуги вновь внесут зажженные канделябры, и тогда каждый из вас, кто увидит у кого-нибудь зеленый колпачок, должен поднять руку. После этого тот, кто догадается, какого цвета колпачок у него на голове, должен опустить руку. Это и будет тот, кому я дам важное поручение». Слуги унесли свет, министр ощупью надел на каждого из испытуемых колпачок, и свет принесли снова. Как только в кабинете министра стало светло, все трое немедленно подняли руки. Прошло еще секунды две, и один из них опустил руку. Спрашивается: какого цвета были на каждом из троих колпачки и как догадался о цвете своего кол​пачка самый догадливый, то есть тот, кто опустил руку?»

— Постой-ка, — сказал Илюша, — я так понимаю: если на всех были бы белые колпачки, то ведь никто не поднял бы руку?

— Так! — отвечал Радикс.

— Если только на двоих будут белые колпачки, а на тре​тьем зеленый, то совершенно ясно, что руки поднимут... А если на двоих зеленые, то какая же будет разница с тем случаем, когда... Ах, догадался! Ясно! Ты понимаешь, я было запутался, потому что мне показалось, что два последних слу​чая совершенно одинаковы. Но когда я подумал о том, что тот, самый догадливый, посмотрев на остальных, тут же и опустил руку, я сообразил, в чем дело. Хорошая задачка!

— Задачка недурная,— усмехнулся Радикс.— Однако пора нам вернуться к нашим прогрессиям, где все так ясно и про​сто. Может быть, ты еще припомнишь, чему равняются их суммы?

— Помню, — сказал Илюша не очень решительно, — только мы еще не проходили прогрессий... И я, понимаешь ли, сам... то есть забрался в учебник, ну и... немного покопался. Так что насчет суммы...

— Как же теперь быть? — спросил его, состроив очень со​чувственную мину, Радикс. — Положение получается прямо жуткое! Давай попробуем?

— Давай, — отвечал Илюша, упорно глядя не на своего друга, а на пол.

Но он тут же вскинул в удивлении голову, ибо сбоку раз​дался быстрый топот маленьких ножек и к ним вбежала целая толпа пресмешных карликов в пестрых колпачках. За ними {188} шла вперевалку какая-то толстая особа, довольно невзрачного вида, жалобно подпиравшая щеку рукой.

Один из карликов выбежал вперед, подбежал к Радиксу, стащил с головы свой пестрый колпачок, выставил вперед правую ножку в красном сафьяновом сапожке и весело вос​кликнул:

— Привет, Радикс Кристофович! Привет вам, славная Сторона! Арифметическая прогрессия имеет честь явиться по вашему глубокомысленному пожеланию в полном составе! Dixi!
— Молодцы ребята! — ответствовал им Радикс.

Тут из толпы карликов выскочил еще один очень худень​кий человечек, все тело которого, казалось, состояло из одной тоненькой черты. Вместо головы у него тоже была черточка, вместо рук и ног — тоже по черточке. Он стал в очень важную позу, строго и серьезно взмахнул своей черточкой-ручонкой. Сейчас же карлики, которые стояли сзади, вытащили из-за спины свои охотничьи рога и заиграли очень веселый марш, а остальные мигом пустились в пляс, а затем пропели очень звонко и весело своими тоненькими, словно флейта, го​лосами:

— Мы все друзья и слуги ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА! Илюша смотрел как очарованный на этот превосходный балет, а когда они умолкли, очень вежливо сказал человечку-черточке:

— Вы, если я не ошибаюсь, разность этой прекрасной прогрессии?

Человечек в знак согласия поклонился Илюше.

— У вас прекрасный хор. И танцоры замечательные! И оркестр тоже очень хороший! Но почему вы назвали Радик​са Кристофовичем да еще славной Стороной? И что значит слово dixi?
— А видите ли, — произнес человечек Разность, — ведь нашему другу недавно стукнуло от роду четыреста сорок лет, ибо именно столько лет прошло с тех пор, как математик Кристоф Рудольф в шестнадцатом веке ввел знак радикала. В Индии его называли корнем, а в Европе нередко еще сто​роной, разумея, что подкоренное количество знаменует собой площадь квадрата, сторону какового надлежит найти. Могу еще указать, что в «Арифметике» Леонтия Магницкого, напе​чатанной в Москве в тысяча семьсот третьем году (в книге, по которой учился сам Ломоносов), корень обозначался про​писной латинской буквой R и именовался «радикс» или «бок», то есть «сторона». А «dixi» значит: «Я сказал все, что собирался сказать».

— Ах вот как! — сказал Илюша. {189}

Он хотел еще спросить кое о чем у этого любопытного че​ловечка, но в это время Радикс произнес:

— Ну, друзья, будьте так любезны!

Карлики мигом выстроились в одну линию, причем чело​вечек Разность суетился, мелькая между ними и расставляя их по порядку. Толстая женщина уныло стояла в сторонке, не принимая в этой веселой толкотне никакого участия.

Когда карлики выстроились, на их красивых кафтанчиках вдруг появились блестящие буквы:

a1, a2, a3, a4, a5,..., an—2, an—1, an.

— Это обозначения членов прогрессии. Можно было бы, конечно, их пометить просто буквами а, b, с и так далее, но азбука ведь довольно коротенькая, а номеров у нас сколько хотите,— пояснил человечек Разность.— Энный член — это по​следний, «эн минус первый» — предпоследний, «эн минус вто​рой» — третий с конца. Вот и все.

Тут же все буквы исчезли, а на кафтанчиках карликов по​явилась та самая прогрессия, которую недавно писал Илюша:

1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19...

Потом карлики вдруг быстро стали парами. Единица стала в пару с девятнадцатью, тройка с семнадцатью, пятерка с пят​надцатью, семерка с тринадцатью, а девятка с одиннадцатью. Илюша посмотрел с удивлением и тут же заметил, что если взять некоего карлика от начала ряда, а потом найти ему пару, отсчитав то же число с другого конца, то сколько таких пар ни составляй, все они дадут в сумме одно и то же число. Снова у карликов цифры заменились буквами, и Илюша увидел, что в первой паре стоят а1 и аn, во второй — а2 и аn—1, в третьей — a3 и аn—2, и так далее. Когда он это рассмотрел, из толпы карликов вылез какой-то невзрачный лилипут в длиннополом сюртуке, который тащил такие большие конторские счеты, что они были чуть не больше его самого, хотя, в сущности, и ли​липут и счеты были очень маленькие. Он подошел к Илюше и пробормотал:

— Я — Число членов прогрессии. Понятно?

Илюша кивнул ему. Тогда карлики снова выстроились в ряд, а за ними появился совершенно такой же ряд, но только расположенный в обратном порядке. Карлики обоих рядов приблизились друг к другу и аn, опять стали парами: а1 с аn, a2 с an—1 и так далее. Но только теперь это произошло очень быстро, потому что им не пришлось перебегать от начала ряда {190} к его концу, так как второй ряд уже был расположен в обрат​ном порядке. Снова буквы сменились у всех на кафтанчиках цифрами, а рядом со счетоводом появились два маленьких че​ловечка, совершенно таких же, как первый и последний члены ряда. Счетовод Числочленов вытащил откуда-то знак равен​ства, весьма важно оправил свой долгополый костюм, на кото​ром появилась цифра «10», взял под руку двух маленьких че​ловечков и стал рядом с ними по левую сторону знака равен​ства. Справа же стояли парами два ряда карликов. Счетовод взмахнул рукой, и один из рядов исчез, но одновременно край​ние карлики взяли в руки скобки и рядом появился человечек с надписью «2». Получилось равенство:

10·(1 + 19) = 2(1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19).
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Илюша посмотрел и сообразил: из каждой пары членов по​лучается 20, членов всех десять — выйдет 200. Это с правой стороны. А с левой счетовод Числочленов равен десяти, а сумма пары 1 и 19 (которая равна сумме любой пары, если пары подбираются, как было сказано выше) дает 20. Десять умножим на двадцать — опять получим 200. Все правильно!

Затем счетовод Числочленов вытащил из своего долгопо​лого сюртучка предлинную черту, посмотрел на нее, распра​вил, потом положил на пол, и все трое из левой части равенства стали на нее. Засим он поманил пальцем человечка-двойку, который подлез под длинную черту и, оказавшись за​мечательным силачом, приподнял всю левую часть над собой. Толстая женщина подошла к ним, а карлики отошли в сторону. Илюша хотел было спросить у этой толстухи, кто она такая, но она проскрипела:

— Я — Сумма. А ты и не признал!

И на ее платье показалась цифра «100».

Илюша сильно покраснел, но ничего не сказал. Перед ним стояло равенство:

10 · (1 + 19)/2 = 100. {191}
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Все было правильно. За​тем цифры быстро смени​лись буквами, и получилась формула:
S = n(a1 + an)/2.
Илюша внимательно по​смотрел на нее и уверенно произнес:

— Сумма членов арифметической прогрессии равняется половине произведения числа членов на сумму первого и по​следнего членов.

Счетовод Числочленов немедленно с большой поспешно​стью соскочил вниз и стал засовывать свою черту в карман, страшно гремя костяшками счетов, которые он боялся выпу​стить из рук. Карлики крикнули все хором:

— Мы все друзья и слуги ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА! И тотчас же все исчезло, будто вовсе не бывало.

— Ясно? — спросил его с улыбкой Радикс.

— Ясно, — ответил Илюша.

Но в это время снова раздались многочисленные шаги, и появилась новая толпа маленьких пузатеньких человечков, однако эти вели себя гораздо более важно и церемонно, чем первые. Изумительное равнодушие и важность были написаны на их толстеньких сморщенных личиках. Из толпы отделился тощий, длинный человечек в высоком цилиндре, за ленту ко​торого была засунута буква q. Он подошел к Илюше, кивнул и показал двумя длинными пальцами на букву q на своем ци​линдре. «Наверно, это знаменатель прогрессии!» — подумал Илюша, решив, что это к ним явилась геометрическая про​грессия в полном составе. Человечек с буквой q посмотрел на него и немедленно кивнул, точно он услыхал, что подумал Илюша. Человечки неторопливо стали в ряд. На их жилетках появились сперва буквы, точь-в-точь такие же, какие были у карликов: а1, a2, a3 и так далее до аn. А затем буквы исчезли и появились цифры: 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192.

Долговязый человечек Знаменатель вытащил из-за ленты своего цилиндра букву q, что-то к ней приладил и опять вста​вил за ленту, где теперь появилось:

q = 2.

«Знаменатель равен двум!» — подумал Илюша. Потом человечек достал из своих необъятных карманов две скобки, поставил их с обеих сторон прогрессии, а между чело​вечками поставил по плюсу. Затем подошел к первому члену {192} прогрессии, без труда приподнял его и понес за скобки. Но маленький человечек сопротивлялся и вырывался из рук. По-видимому, что-то было не по правилам. Человечки в скобках тоже волновались.

Тогда Знаменатель пожал плечами и отпустил человечка с надписью «3», и тот побежал вдоль ряда. На его месте по​явился другой — худой, с надписью «1», и каждый из членов прогрессии, мимо которого он пробегал, моментально сменялся другим, так что, когда человечек, запыхавшись, закончил свой бег и стал рядом, вне скобок, получилось:

3 · (1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64).

«Ага! — подумал Илюша. — Значит, он их все сложил, а первый член вынес за скобку».

Человечек Знаменатель утвердительно кивнул Илюше. Мальчик подумал, что этот безмолвный учитель, который об​ладает столь тонким слухом, что слышит даже и то, чего ты не произносил, — довольно интересная новость!

Тут же цифры на жилетках человечков заменились бук​вами:

a1 (1 + q + q2 + q3 + q4 + q5 + q6 + ... + qn—2 + qn—1).

«Правильно! — решил про себя Илюша. — Просто он заме​нил цифры алгебраическими обозначениями. Тут в конце стоят qn—2 и qn—1 — в том смысле, что прогрессию по тому же правилу можно тянуть вправо до любого члена. А почему чле​нов у нас n, а старший показатель q не n, а (n—1)? Ax да! Ведь впереди есть еще единица, то есть q0. Значит, один и еще (n—1) — вот и выйдет опять ровно n. Ясно! Значит, в сумме всякой геометрической прогрессии можно взять первый член за скобку, а в скобках останутся степени знаменателя».

Человечек Знаменатель глянул мельком на Илюшу и, за​метив, что тот все понял, даже не счел нужным кивнуть ему. Затем он поднял свой длиннейший указательный палец пра​вой руки вверх, покачал им торжественно, как бы приглашая Илюшу отнестись повнимательнее к тому, что он сейчас ему покажет. После этого он взял три первых члена из скобок, поставил их перед Илюшей и снова заключил в скобки.

(1 + q + q2).

Затем Знаменатель показал Илюше на эту тройку знаков и выразил на своем лице некое недоумение, как бы приглашая {193} Илюшу объяснить: что он перед ним поставил? Илюша посмо​трел на него, потом на троих человечков и ничего не мог при​думать. Знаменатель недовольно нахмурился, сделал знак че​ловечкам, и тогда первый и третий поменялись местами. Зна​менатель снова сделал недоуменную мину и опять показал Илюше на тройку приятелей. Илюша посмотрел. Перед ним стояло:

(q2 + q + 1).

Это было то же самое, только два члена выражения поменя​лись местами.

«Э! — подумал Илюша. — Да это просто неполный квадрат суммы!»

Не успел он это подумать, как вдруг откуда-то раздалось ядовитое хихиканье, и слишком хорошо ему известный голо​сок вездесущего Уникурсала Уникурсалыча произнес очень отчетливо:

— Ах, какой догадливый мальчик! А до того, как переста​вили, это, значит, не было неполным квадратом суммы? Вон как!

Илюша густо покраснел, хотел было что-то ответить, но не мог придумать ничего дельного, а человечек Знаменатель ра​достно закивал ему в знак согласия, немедленно вычел из са​мого себя единицу, залез в скобки, и перед Илюшей появи​лось:

(q2 + q + 1) (q — 1) = ?

«Неполный квадрат суммы, — подумал Илюша, — если его умножить на разность первых степеней, будет равен разности кубов. Все ясно. Но к чему это он ведет?»

Человечек Знаменатель хитро подмигнул Илюше, как бы говоря: «Сейчас узнаешь!» — и перед мальчиком появилось:

(q2 + q + 1)(q —1) = q3 — 1.

«Ну конечно!» — подумал Илюша. Затем скобки немного раз​двинулись, в них забрался еще человечек. Теперь получилось:

(q3 + q2 + q + 1) (q — 1) = q4 — 1.

«Ишь ты! — подумал Илюша. — Как же так выходит?» Но когда он попробовал в уме перемножить скобки левой части, то убедился, что как раз так и получается. «Действительно, — подумал он, — когда я умножу q3 на q, то выйдет q4; когда умножу 1 на (—1), то получится —1, а все остальное взаим​но уничтожается, потому что от умножения на q всех членов, {194} кроме первого, я получу q3, q2, q и все будут с плюсом, от ум​ножения на (—1) всех членов, кроме последнего, я получу те же q3, q2, q, но все будут с минусами. Значит, только и оста​нется q4 и —1. Все верно!»

Тогда в скобки влез еще один человечек, и вышло:

(q4+ q3 + q2 + q + 1) (q — 1) = q5—1.

Тут Илюша, рассуждая совершенно таким же образом, пришел снова к заключению, что и это тоже правильно. А затем человечки стали так:

(qn—1 + qn—2 + ... + q4 + q3 + q2 + q + 1) (q — 1) = qn — 1.

«Так, — подумал Илюша. — Тут начинается с qn—1. То есть он хочет сказать, что это правило годится для любой степени».

Подумав немного, Илюша убедился, что Знаменатель со​вершенно прав.

Вслед за этим его новый приятель быстро схватил скобочку (q—1) и перенес в знаменатель правой части. Получилось:

qn—1+qn—2+...+q4 + q3 + q2 + q +1 = (qn—1)/(q—1).

Затем человечки быстро поменялись местами, и вышло:

1 + q + q2 + q3 + q4 + ... + qn—2 + qn—1 = (qn—1)/(q—1).

Теперь человечек Знаменатель изобразил на своем личике самую приятную улыбку и снова показал получившуюся фор​мулу Илюше, как бы приглашая его полюбоваться тем, что получилось.

Илюша внимательно посмотрел на формулу и подумал:

«Значит, налево стоит сумма геометрической прогрессии, у ко​торой первый член равен единице. И теперь он получил выра​жение для этой суммы». 

Знаменатель улыбнулся и привел двух человечков, у кото​рых на жилетках стояла цифра «3». Затем между ними возник знак равенства, а у левого человечка тройка заменилась бук​вой, и вышло:

a1 = 3.

«Так!— подумал Илюша.— Ну, я уж это знаю: первый член равен тройке». {195}
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Тогда у обоих человечков на жилетках появились одина​ковые буквы. Человечек Знаменатель поставил одного к ле​вой части своего равенства, а другого — к правой, и вышло:

a1(1 + q + q2 + q3 + q4 + ... + qn—2 + qn—1) = a1 (qn—1)/(q—1)

«Обе части он умножил на первый член прогрессии, — по​думал Илюша. — Это можно, конечно. Ну, и что ж у нас те​перь вышло? Эх! Да это теперь как раз и получилась сумма всей прогрессии!»

В это время появилась какая-то длинная пожилая дама, которая взглянула на Илюшу с возмущением и пожала в ужасе плечами. По-видимому, это была очень нервная особа, потому что человечек Знаменатель обращался с ней до крайно​сти предупредительно. Он подвел ее к своему равенству. Рыжая дама горестно вздохнула, и на груди ее смутно вырисовалась буква S. «Сумма!» — подумал Илюша, а челове​чек Знаменатель сочувственно кивнул ему, как бы говоря:

«Пренеприятная особа! Ну, да ведь ничего не поделаешь!»

И получилось следующее равенство:

S = a1(1 + q + q2 + q3 +q4 +...+ qn—2 + qn—1 = a1(qn—1)/(q—1), [image: image25.png]



с чем Илюша не мог не согласиться, а затем вся серединка фор​мулы исчезла, и появилось окончательное выражение суммы:

S = a1(qn—1)/(q—1). {196}

Илюша громко и отчетливо произнес:

[image: image26.png]


— Для того чтобы найти сумму геометрической прогрес​сии, нужно первый член прогрессии умножить на дробь, чи​слитель которой равен разности между знаменателем прогрес​сии в степени, равной числу членов, и единицей, а знамена​телем этой дроби является разность между знаменателем про​грессии и единицей.
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Затем человечек Знаменатель разорвал свою дробь надвое:
а потом открыл скобки:

S = a1qn/(q—1)—a1/(q—1)

А вслед за тем Знаменатель еще раз по​глядел на Илюшу и важно поклонился ему. На лице его было написано полное удовле​творение всем происшедшим.

Рыжая дама сжала свои костлявые паль​чики и смиренно посмотрела вверх. Илюша тоже машинально поглядел вверх и вдруг увидел, что на маленьком парашютике спу​скается крохотный, с кулачок, плюшевый Мишка.

Мишка спустился, встал на задние лапки и сказал Илюше, что его зовут Эн.

— Значит, ты число членов прогрессии?

— Угадал! — пискнул Мишка.

Вслед за этим началось акробатическое представление. Рыжая дама, стараясь не гля​деть на Илюшу, стала слева. За ней в воз​духе повис знак равенства. Затем Знамена​тель повесил в воздухе две большие дробные черты, между ними приладил длинный тон​кий минус. При этом он вдруг три раза щелкнул пальцами и превратился из одного человечка Знаменателя в троих, совершенно одинаковых. Один из них забрался на пер​вую из двух дробных черт, рядом с первым членом прогрессии.

Плюшевый Мишка вдруг страшно ожи​вился, прыгнул, точно кузнечик, и прямо {197} с пола перелетел ему на ту​лью цилиндра. Получилась снова уже известная Илюше формула:
S = (a1qn)/(q — 1) — a1/(q — 1)

[image: image28.png]=]
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Буква n, которую Мишка столкнул своей плюшевой лапкой с цилиндра человеч​ка Знаменателя, кое-как при​поднялась с пола и жалобно пропищала:

— Я буду больше еди​ницы!

В ответ на это плюше​вый Мишка, очень удобно примостившийся на краю ци​линдра Знаменателя, начал пыхтеть и понемножку тол​стеть, а дама начала поне​многу расти вверх.

Илюша подумал: «Эн уве​личивается, и сумма растет. Ну да, так и должно быть, ко​нечно! Чем больше будет число членов, тем и сумма будет больше. Ясно!»

А Мишка посмеивался и и все толстел. Дама тоже все тянулась вверх. Мишка уже стал ростом с кошку, а дама выросла примерно вдвое. Самое стран​ное при этом было то, что она не толстела, а только тянулась вверх и становилась все более тощей. Мишка вырос до раз​меров целого теленка, так что оставалось только удивляться, как он умещается на цилиндре, уцепившись за него задней лапой. Длинная дама уже даже начала как-то странно пока​чиваться, точно малейший ветерок мог ее свалить. А Мишка стал как настоящий Топтыгин.

Вдруг дама взвизгнула, ее головка дернулась вниз и вбок, вся она свернулась восьмеркой и упала на бок. А громадная задняя лапа Мишки тоже как-то завинтилась, вроде лежащей на боку восьмерки.

Илюша посмотрел на это и обернулся к Радиксу за по​мощью.

— Эта упавшая на бок восьмерка, — пояснил тот, — есть знак бесконечности. Если число членов растет безгранично, то {198} и сумма прогрессии растет так же безгранично. В таком слу​чае говорят, что и число членов и сумма прогрессии являются бесконечно большими величинами.

Илюша глянул искоса на Радикса и спросил:

— Так это, значит, и будет бесконечность?

— Н-да... — отозвался Радикс таким недовольным голосом, будто из него кто-то силком вытянул это «н-да»... Он, видимо, был сильно не в духе,

— Послушай,— сказал Илюша как только умел любезно,— мне ужасно неприятно, что ты так на меня сердишься, но я, честное слово, не хотел тебя сердить. Честное слово! И я буду очень стараться. Только уж ты, пожалуйста, расскажи. Значит, эта штука будет гораздо больше даже того порази​тельного архимедова числа, в котором восемьдесят квадрил​лионов нулей? Что же это за число такое?

Выслушав это, Радикс нахмурился еще пуще. Видно было, что бедный Илюша, сам того не желая, задел беднягу за живое.

— Начнем с того,— заявил Радикс,— что это вовсе не чис​ло! Древний грек, замечательный философ древности Ари​стотель, который жил в четвертом веке до нашей эры, так говорил о бесконечности. «Она, — говорил Аристотеяь, — су​ществует только в возможности». Он говорил еще, что это не такая величина, дальше которой ничего нет, а такая, дальше которой всегда есть еще что-то. Как это понимать? А вот как. Когда мы говорим, что какая-нибудь величина является беско​нечно большой, то, значит, мы говорим о величине, во-первых, переменной, а во-вторых, неограниченно возрастающей, вот как наш плюшевый Мишка или Сумма в то время, когда они растут и растут. Какие бы ты ни ставил вехи на пути такой переменной величины, она все равно уйдет дальше их. Если ты перенесешь эти вехи затем еще дальше, она и за те уйдет, и так всегда будет, как бы ты далеко ни забирался. Илюша посмотрел на формулу:

— Значит, когда ты говоришь, что наша сумма бесконеч​но большая, то нельзя пони[image: image29.wmf]16
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мать, что она стала «бесконечно​стью», а это только значит, что она становится все больше и больше?

— Да. И это потому, что Мишка наш растет. Попробуй-ка назначь какую-нибудь границу для суммы, назови ка​кое-нибудь число, самое большое,  какое тебе придет в голову. {199}

— Ну, например, децильон. Это, помнится, десять в три​дцать третьей степени, — подсчитал Илюша.

— Это очень просто, — ответил Мишка. — Ты требуешь, чтобы сумма

S = 3•(2n—1)/(2—1) = 3(2n—1)

стала больше 1033. Но 210 больше, чем 103, значит, 2110 уж на​верно больше, чем 1033, а у нас там еще множитель «три» в за​пасе. Но на самом деле не успею я и до ста дорасти, как сум​ма станет больше твоего числа.

— Верно! А если взять децильон децильонов (это уже больше девятого архимедова числа), тогда что ты будешь де​лать?

— Тогда мне придется еще подрасти, — отвечал Мишка. — Вот когда я еще вдвое вырасту, до двухсот, сумма станет больше твоего числа 1066. Можешь проверить, коли не лень.

— И так будет, — сказал Радикс, — всегда, какое бы ты число ни назначил. У нас это для краткости выражают так: когда число членов прогрессии со знаменателем, большим еди​ницы или даже равным единице, неограниченно возрастает, сумма стремится к пределу, равному бесконеч​ности.
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— Вот тут уж — я не понимаю,— ответил Илюша. — Как это — стремится к пределу, когда она как раз возрастает беспредельно? И что это зна​чит — равному бесконечно​сти? Как может быть что-нибудь равно бесконечности?
— Ты совершенно прав, — сказал Радикс.— Гораздо бы​ло бы лучше говорить, что ни к какому пределу она не стремится, ни к чему не при​ближается, а, наоборот, от всего удаляется... Но, ви​дишь ли, бывают очень важ​ные случаи, когда при таком же поведении Мишки пере​менные величины взаправду приближаются к каким-то числам, то есть к своим пре​делам. Вспомни синьориту Одну Энную: при неограни​-{200}ченном возрастании «эн» она принимала все меньшие и мень​шие значения; и про нее мы имеем право сказать, что она приближалась или стремилась к нулю, как к своему пределу. Поэтому у нас и для бесконечно больших величин, возрастаю​щих неограниченно, употребляют условно такой же способ выражения и говорят, что они «стремятся к бесконечности».

— Да... — задумчиво протянул Илюша. — Я понимаю, что синьорита Одна Энная не может стать равной нулю, а только стремится к нулю. Но ведь можно взять другой пример и вы​брать именно такую величину, которая становится действи​тельно равной нулю. Ну вот, скажем, беру я две прямые и буду одну поворачивать так, чтобы угол между прямыми уменьшался. Значит, когда я достигну того, что прямые мои станут параллельно, угол между ними будет просто равен нулю? Так я говорю или нет?

— Так, — ответил Радикс. — Но что же ты хочешь этим сказать?

— Не может ли и с бесконечностью так получиться, что какая-нибудь величина станет действительно равной бесконеч​ности, а не только, как ты говоришь, будет стремиться к ней. Вот, например, с этими прямыми. Я возьму какой-нибудь от​резок и к нему в одном конце перпендикуляр, а в другом — наклонную. Они пересекутся, скажем, на расстоянии х от ос​нования перпендикуляра. Если поворачивать наклонную, что​бы сделать ее параллельной перпендикуляру, то х будет ведь стремиться к бесконечности в том самом смысле, как ты это говоришь, но когда отрезки станут параллельными, то ведь х и будет равным бесконечности...

Не успел Радикс ответить мальчику на это, как позади них раздалось такое сердитое пофыркивание, что Илюша невольно обернулся. Он увидел, что неподалеку от них стоит все тот же несносный Доктор Замысловатых Узлов и язвительным ше​потом говорит следующее:

— О величайшая и пресветлая Лилавати, богиня волшебно​го мира! Кровь сохнет в жилах моих и уши увядают, когда я слышу эту беспросветную чепуху, что льется из уст этого не​просвещенного отрока!

Засим грозный доктор Уникурсальян обратился к Илюше и возопил:

— Отвечай мне: во-первых, что же это будет за х? Стоит только достигнуть параллельности, и наклонная перестанет быть наклонной. И останутся два перпендикуляра, которые, как, может быть, и тебе известно, ни в какой точке пересекать​ся не умеют. А ведь, по-твоему, х, как это донеслось до слуха моего, есть именно расстояние от основания перпендикуляра до точки, которой нет? {201}

— Ну хорошо, я скажу иначе, — возразил Илюша. — Про​сто возьму перпендикуляр и буду двигать по нему точку, на​чиная от какой-то начальной — той, которая была основанием перпендикуляра, — все дальше и дальше так, чтобы расстоя​ние х от начальной точки стремилось к бесконечности. Так вот, когда я вместо отрезка перпендикуляра до удаляющейся точки возьму всю эту часть перпендикуляра, то есть весь луч, идущий в одном направлении от начальной точки, то тогда можно уж сказать, что этот луч имеет длину, равную беско​нечности, то есть что расстояние х уже стало действительно бесконечностью.

— Сказать можно все, что угодно, — сердито отвечал коман​дор, — а какой в этом будет смысл? Что вы разумеете под сло​вом «длина», юноша? Если я вас правильно понял, то вы име​ли в виду длину отрезка, а ведь это не что иное, как число, которое можно получить, если этот отрезок измерять, отклады​вая на нем единицу длины. Но перед вами не отрезок, а луч, и откладывать на нем единицу можно сколько угодно раз, но от вашей цели вы при этом будете все так же далеки, как в самом начале, хотя бы вы и отложили единицу децильон де​цильонов раз. Ибо попробуйте, сделав это, удалиться на столь же почтенное расстояние от вашей работы и посмотреть издали: вам покажется, что вы еще с места не сдвинулись. Конечно, можно сказать, выражаясь, однако, совершенно условно, что «длина луча равна бесконечности», но и это опять будет иметь только тот смысл, что сколько бы раз ни откладывал ты единицу меры вдоль луча, этому не будет конца, то есть какое бы число ни назначить, единицу можно отложить еще большее число раз.

— А почему же, — спросил Илюша, — нельзя просто ска​зать, что единица отложится «бесконечное число раз»? Ведь мы говорим же, что число всех чисел бесконечно или что на отрезке умещается бесконечное число точек...

— И здесь эти выражения имеют тот же самый смысл, — отвечал Радикс (ибо Магистр Деревьев уже исчез). — Сосчи​тать все точки на отрезке невозможно. Когда ты говоришь, что число точек на отрезке бесконечно, то только признаешься в том, что сколько бы точек ты ни отметил, всегда можно найти на отрезке еще одну, не отмеченную, и так дальше, без конца. Недаром же мы произносим слово «бес-конечность». Вспомни Архимеда: ведь как раз его задачей и было доказать современникам, что какое бы большое число ни назвать, всегда можно построить еще большее.

— А все-таки непонятно: почему же мне не называть бес​конечность числом? — спросил Илюша. — Ведь если говорить, что длина луча равна бесконечности или что число точек на {202} отрезке равно бесконечности, то ведь всякому будет ясно, что это значит...

— Ну что ж, — ответил Радикс, — если употреблять эти выражения в том смысле, в каком мы с тобой только что гово​рили, то в этом ничего плохого нет. Но когда ты говоришь: «Что-то превратилось в бесконечность», нельзя забывать, что это имеет определенный смысл, ибо то, что «превращается» во что-нибудь, перестает уж быть тем, чем оно было до этого: от​резок превращается в луч, множество чисел, каждое из кото​рых ты можешь рассмотреть и назвать в отдельности, «пре​вращается» в бесконечное множество всех чисел, в котором пересмотреть до конца элементы один за другим уже не удаст​ся. Это «превращение» — очень хитрая штука. Ты можешь, конечно, вообразить, что тянул, тянул отрезок да и растянул его в луч, как делал с перпендикуляром, поворачивая наклон​ную до параллельности с ним. Но это ты только воображаешь себе. На самом деле бесконечный луч построить нельзя, а можно только представить себе бесконечный процесс удлине​ния отрезка. И то, что ты представляешь себе в качестве ре​зультата этого процесса, это уж совсем не отрезок, а нечто существенно отличное от отрезка.

— И затем, — сказал Илюша, — я вот еще что хотел спро​сить. Ты говоришь, что количество точек на отрезке прямой бесконечно, то есть эти точки нельзя исчерпать, перебирая их одну за другой. Ну хорошо, а если сказать, что бесконеч​ность есть именно такое число, которое выражает количество точек на отрезке или вообще количество каких-либо вещей, процесс пересчитывания которых закончить невозможно?

— В некотором, строго определенном смысле можно и так говорить. Но как только ты скажешь, что бесконечность— число, то сейчас же возникает новая опасность. Числа ты можешь сравнивать по величине, складывать их, вычитать, а с бесконечностью в том смысле, как ты ее только что опре​делил, нельзя обращаться, как с числами...

— Ты расскажи, отчего нельзя, — попросил Илюша.

— Вот отчего. Если луч удлинить на десять сантиметров, присоединив к нему в его начальной точке отрезок именно этой длины, то станет ли после этого длина нового луча дей​ствительно больше на десять сантиметров или останется преж​ней? Ведь если снова измерять новый луч, не зная, прибавля​ли ли к нему еще что-нибудь или нет, то обнаружить разницу по сравнению с тем, что было, ты не сможешь. И в том и в другом случае ты получишь бесконечную последовательность отложенных единичных отрезков и можешь даже их наложить друг на друга: первый на первый, второй на второй и так да​лее. Поэтому говорить, что второй луч на десять сантиметров {203} длиннее первого, — это значит произносить фразы, не имею​щие никакого смысла. Вот что получается со сложением. А с вычитанием еще того хуже: накладывая два луча друг на друга, я могу сдвинуть при этом их начальные точки так, чтобы между ними образовался отрезок любой длины. А сле​довательно, если ты напишешь, что бесконечность минус бес​конечность есть нуль, то и в этом не будет никакого смысла. Значит, такое равенство может привести к грубым ошибкам. Мало того, я из одного луча могу соорудить два точно таких же, так что и с делением и с умножением тоже получается неладно. Поэтому раз с бесконечностью нельзя обращаться, как с числом, то уж лучше совсем и не называть ее числом.

— Постой, как же так: из одного луча два? — спросил Илюша.

— А это тебе объяснит Мишка в следующей схолии, — от​ветил Радикс.
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Схолия Двенадцатая,

где читатель снова встречает Мишеньку, который показы​вает талисман, замечательный своей полной неистребимостью, а Радикс рассказывает поучительную сказку об одном остро​умном директоре гостиницы, а также о том, как Галилей под​считал однажды, сколько всего есть на белом свете полных квадратов, и о том, как на школьном вечере все танцевали вальс. Тут наш герой проявляет необычайный интерес к пря​дильному делу, однако с этой проблемой приходится обождать, ибо в это время Илюша должен срочно разрезать одно яблоко на семнадцать миллионов частей. Далее идет очень сложное обсуждение вопроса о том, существует ли особая форма для кривых и какова она. А после того, когда все по этой части благополучно разрешается при помощи прямого угла, так что Илюше удается даже выяснить, какие у этих кривых корни, друзья наши отправляются в лес, где их встречают очень странные существа, наперерыв расхваливающие свой товар, сообщая, кстати, Илюше рецепт, с помощью которого жизнь человека удлиняется ровно вдвое. Наконец друзья приходят в прелестную столовую, где один подслеповатый повар прини​мает Илюшу в своем кулинарном рвении за гриб.

— Все это может быть и так, — начал снова Илюша, — но мне все-таки хотелось бы узнать у тебя еще кое-что об этой бесконечности. Как ни удивительны те числа, о которых мы говорили с тобой раньше, все-таки это ужасно странное число... {205}

— Фф-у! — в величайшем негодовании воскликнул Ра​дикс. — Я же тебе говорил, что это не число! Запомни это раз навсегда! Если ты не хочешь сейчас же и немедленно поссо​риться со мной, то лучше и не заикайся об этом.

— Хорошо, хорошо! — торопливо согласился Илюша. — Я только...

— Только что? — раздался тоненький голосок. Илюша обернулся и увидел старого знакомого — плюшевого Мишку. Мишка хихикнул и сказал:

— Я страшный! Я удивительный! Я очень страшный! Это потому, что у меня есть талисман. Замечательная штучка!

Тут Мишка засунул лапку куда-то за спину, и Илюша уви​дел, что у этого смешного зверька в его плюшевой шубе сзади устроен еще карманчик. Мишка вытащил большую новенькую серебряную монету и с торжеством показал Илюше.

— На-ка! — важно провозгласил Мишка. — Это, по-твоему, что? Это, брат, неразменный рубль.

Илюша с удивлением взял в руки монету. На ней посреди узора из лежащих на боку восьмерок было выгравировано:

«НЕРАЗМЕННЫЙ РУБЛЬ. Отчеканен высоким повелением ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА и в силу оного имеет дивное хож​дение и чудное взлетание наравне с чудесами и дивами, како​вые при его помощи очень легко приобрести. Беспрепятствен​но разменивается, нимало не размениваясь, на страх и удивле​ние самым непослушным задачкам».

— Так... — нерешительно произнес Илюша, прочитав эту странную надпись и не зная, чему тут можно верить.

— А знаешь ли, как этот аппарат действует? В этом-то весь секрет! — С этими словами Мишка разломил рубль по​полам.

И обе половинки вдруг стали целыми рублями! Самое странное было, однако, в том, что Илюша отлично видел, как Мишка разламывал рубль, но уследить, когда и как обе поло​винки снова стали целыми рублями, он не мог. Может быть, в этом и заключается секрет неразменного рубля?

Потом Мишка положил эти два рубля друг на друга, и они снова превратились в одну целую монету.

— Видал? — победоносно сказал Мишка. — Вот рублик! Вот так Мишкина монетка! Вот меня все и боятся! А почему? Потому что у меня есть неразменный рублик.

Илюша посмотрел с удивлением на равнодушную мину Ра​дикса.

— Что это значит?

— Вот как? — с подчеркнутым удивлением сказал Ра​дикс. — Значит, ты ничего не понял? Достойно сожаления, мо​лодой человек! Ну, в таком случае я расскажу тебе другую {206}
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историю, не менее поучительную, но, быть может, более по​нятную... В некотором царстве случилось великое празднест​во на каковое съехалось несметное число гостей. И накануне праздника они явились в столицу этого царства и все стали толпой около гостиницы. Выходит директор гостиницы. Спра​шивает: «Скажите, пожалуйста, дорогие гости, сколько вас?» Ему отвечают: «Нас бесчисленное множество. Вот наши деле​гатские билеты. На них стоят номера от единицы до бесконеч​ности». Директор говорит: «Так как в моей гостинице беско​нечное число номеров и как раз они перенумерованы от еди​ницы до бесконечности, то я размещу вас всех. Прошу вас, входите!» И все разместились. Не прошло и часа, как снова на площади перед гостиницей собралась такая же толпа. Снова выходит директор. Снова спрашивает: «Сколько вас, дорогие гости?» И опять ему отвечают: «Столько же, сколько было и в первой партии!» Директор говорит: «Так как в моей гости​нице как раз бесконечное число номеров, то я размещу вас всех. Пожалуйста, входите!» Они входят. И что же он делает? Он перемещает всю свою первую партию гостей. Гости из но​мера первого он переводит в номер второй, из номера второго в четвертый, из номера третьего в шестой, из номера четвер​того в восьмой, из номера пятого в десятый и так далее. Та​ким образом, у него все нечетные номера оказались свобод​ными, и там-то он и разместил вторую партию гостей, которая, как и первая, заключала в себе несметное число приезжих. Понял?

— Ничего не понял! — воскликнул Илюша.

— Прекрасно! — отвечал Радикс. — Начнем сначала.. Ты знаешь, что такое четные числа?

— Ну конечно. Это те, которые делятся на два.

— Верно. А нечетные? {207}

— Ну, которые на два не делятся: три, пять, семь и так далее.

— Приятно слышать. Какой милый, догадливый мальчик! Так вот, Мишкина задачка, а также задачка с бесконечной гостиницей заключаются вот в чем. Если взять все числа, то есть четные и нечетные, ведь это будут все натуральные чис​ла, не правда ли?

— Ну конечно, потому что, кроме четных и нечетных, больше никаких нет. Так они и идут одно за другим: нечет​ное, потом четное, потом опять нечетное и так далее без конца.

— Одно за другим, по очереди?

— Конечно! Что ты меня спрашиваешь о таких вещах? Уж это, кажется, до того просто, что малое дитя знает!

— Ах, так это просто, по-твоему? Ну посмотрим, что ты дальше скажешь! Так, значит, выходит, что четных и нечет​ных чисел одинаковое количество.

— Конечно, — ответил Илюша. — Если взять, например, до какого-нибудь четного числа, ну хоть до этого нонильона де​цильонов, то будет поровну и четных и нечетных.

— Так и запишем. Попробуем только взять еще немножко подальше, а то для Мишкиной задачки это крохотное числиш​ко — нонильон децильонов — не подходит. Возьмем до беско​нечности. Так вот, ответь мне, пожалуйста: если мы возь​мем все числа, а потом выберем только одни четные и напи​шем в два ряда — в одном ряду будут все: и четные и нечет​ные, а в другом одни четные, — так в котором ряду будет чи​сел больше, в верхнем или в нижнем?

— Ну конечно, во втором ряду будет вдвое... Но тут почему-то Илюша замолчал, и на его лице изобра​зилось полнейшее недоумение.

— Ну-с, — сказал Радикс, — я вас слушаю! В котором ряду будет больше, в верхнем или в нижнем?

Илюша грустно вздохнул и сказал:

— Должно быть во втором ряду вдвое меньше, а на самом деле...

— А на самом деле? — повторил вопросительно Радикс. — Да что тут долго думать! Вон они, посмотри-ка! Илюша обернулся, посмотрел на стену и увидел:

1 2  3  4   5   6   7   8   9  10  11  12  13  14...

2 4  6  8 10 12 14  16 18  20  22  24  26  28...

Оба ряда тянулись вправо ужасно далеко, но как ни загля​дывал Илюша вправо, как он ни напрягал зрение, оба они шли совершенно вровень, а конца им не было.

— Так как же? — опять спросил Радикс. {208}

— Выходит, что их — и тех и других — одно и то же ко​личество.

Илюша пожал плечами.

— Не понимаю! — сказал он. — Вижу, что одно и то же ко​личество, и соображаю, что сколько ни тяни верхний ряд, ниж​ний от него отставать не будет, потому что нижний — это тот же верхний, только умноженный на два, но понять не могу. Не могу, потому что нижний в то же самое время есть часть верхнего. Но ведь часть меньше своего целого?

— Меньше, покуда речь идет о числах, о конечных величи​нах. А раз ты имеешь дело с бесконечностью, то, как ты сей​час сам видишь, это не так. Там вовсе не обязательно, чтобы часть была меньше своего целого. В данном случае часть со​вершенно такая же, как и ее целое. И это странное целое мож​но еще по-разному разбить на части, и опять получится то же самое. Великий Галилео Галилей в книге, которая называется «Беседа о двух новых науках» и которая вышла в свет в тысяча шестьсот тридцать восьмом году, задает при​мерно такой вопрос: «Верно ли будет, если я скажу, что коли​чество правильных квадратов, как «четыре», «девять», «шест​надцать», «двадцать пять» и так далее, меньше количества всех чисел, поскольку число правильных квадратов непрерывно и очень скоро убывает по мере того, как мы двигаемся вперед по натуральному ряду чисел по направлению ко все большим и большим числам? Для примера укажу, что в первой сотне я насчитываю десятъ квадратов, что составляет одну десятую всех чисел до сотни включительно; затем до десяти тысяч их будет сто, то есть одна сотая, а до миллиона их будет одна тысячная и так далее». Поскольку это так, то несомненно правильно, что в любом конечном числе квадратов будет гораз​до меньше, чем всех чисел, и чем оно будет больше, тем отно​сительно их будет меньше. Однако, как только мы переходим к бесконечности, оказывается, что я могу все это рассмотреть совершенно с другой точки зрения. Напишем вот таких два ряда:

1  2  3   4   5   6   7   8   9   10   11   12...

1  4  9 16 25 36  49 64 81 100 121 144...
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Под каждым числом натурального ряда я подписываю во вто​ром ряду его квадрат, и оба ряда будут тянуться вровень без конца. «Поэтому, — говорит далее Галилей, — нельзя сказать, которых чисел больше, которых меньше. Можно только ска​зать, что их бесконечное множество — и тех и других». Свой​ства конечных чисел, таким образом, на бесконечные множе​ства распространить невозможно. {209}

— Все это так, — медленно про​изнес Илюша, — а понять все-таки очень трудно.

— Ничего удивительного здесь нет,— отвечал Радикс,— что тебе вся эта задача кажется такой трудной. Современные ученые полагают, что она была настолько трудна для со​временников Галилея, что не столь​ко привлекла их внимание к этим тонким вопросам, сколько отпугнула их своей необычностью и необъясни​мостью. Но не торопись, кое-что можно будет тебе разъяснить в даль​нейшем.

— Хорошо бы... — отвечал наш герой.

Из этого луча можно сделать два луча.
— Трудность здесь заключается в том, что мы не можем пересчитать числа в том и другом ряду. Так как это невозможно, то нам остается только подумать, нельзя ли найти какой-нибудь способ сравнивать друг с другом бесконечные множества. И вот что тут можно предложить. Представь себе, что ты пришел в школу на вечер. Собралась масса мальчиков и девочек. Зал большой, страшная толкотня, а тебе хочется узнать, кого больше: мальчиков или девочек? Сколько тех и других, тебя не интересует. Ты хочешь только выяснить, кого больше. Как это сде​лать? Самое простое — попросить орке[image: image32.png]


странтов, чтобы они заиграли вальс. Тотчас же все станут парами, и тут ты увидишь, кого больше. Те​перь ты видишь, что я и применяю этот самый способ к бесконечным множествам, например ко множеству всех чисел и множеству квадратов: сопоставляю их попарно, а раз это удается, значит, что никакой раз​ницы между множеством всех чисел и множеством квадратов в отноше​нии количества их элементов нет. {210} Но только математики говорят в таких случаях не «количе​ство» элементов, а так: эти два множества имеют «одинаковую мощность» 1.

— А теперь уже мне кажется, что всякие два бесконечных множества будут иметь одинаковую мощность! — сказал Илю​ша. — Если я, например, начну располагать в ряд элементы одного из них, а ты в это время будешь делать то же самое с другим, то выйдет, что мое и твое множества одинаковой мощности, как если я буду перебирать подряд все числа, а ты одновременно со мной только все четные.

— Нет, — ответил Радикс, — не все бесконечные множест​ва можно так исчерпать. Например, если взять множество всех точек на отрезке прямой, то его таким способом исчерпать нельзя. У нас говорят, что оно имеет «более высокую мощ​ность», чем множество, например, всех натуральных чисел.

— По поводу точек на отрезке я вспоминаю, — сказал Илюша, — что ты мне говорил, будто из одного луча можно сделать два.

— Даже не два, а бесконечное множество. И это очень про​сто. Представь себе, что на твоем луче отложен отрезок, рав​ный единице, потом еще один, и так до бесконечности. Пере​нумеруй по порядку эти отрезки, а затем, как хозяин Мишки​ной гостиницы, из четных, сдвинув их вместе, сооруди один луч, а из оставшихся нечетных — другой. Потом можешь по​вторить это с каждым из них, и так столько раз, сколько тебе угодно. А если догадаешься, можешь и сразу начать так пере​распределять эти единичные отрезки, чтобы получилось беско​нечное число лучей.

— Но если конечный отрезок разделить пополам, в каж​дой части будет вдвое меньше точек, чем в целом отрезке?

— Нет! —ответил Радикс.— Это снова тот же самый Миш​кин неразменный рублик. В смысле «мощности» количество точек в целом отрезке и в его половине одинаково. Ты можешь в этом убедиться хотя бы так. Помнишь, что средняя линия треугольника равна...

— Половине основания!

— Вот именно. А теперь проведи из вершины противопо​ложного угла прямые, соединяющие ее с точками основания. Каждая из этих прямых пересечет и среднюю линию в какой-нибудь точке. Вот и получится, что каждой точке основания отвечает при таком построении точка на средней линии. {211}
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— И все-таки основание вдвое длиннее! Как это объяс​нить?

— Ты забываешь, что точки «не имеют длины» и длина отрезка вовсе не слагается из «длин» составляющих его точек. Поэтому к длинам отрезков сравнение мощностей здесь ника​кого отношения не имеет.

— Я не пойму, — сказал Илюша. — Ведь отрезок состоит из точек, а точка не имеет длины. Откуда же берется в таком случае длина отрезка?

— Ты не понимаешь потому, что ты привык изображать точки маленькими пятнышками, которые, конечно, имеют про​тяженность. Если бы ты изображал точки маленькими отрез​ками, расположенными вдоль этого отрезка, то на тех же основаниях ты мог бы сказать, что «направление» отрезка «слагается» из «направлений» составляющих его точек. Но ведь ты этого не скажешь: тебе ясно, что точка «не имеет направления». Говорить о направлении можно, только если есть по крайней мере две различные точки. Согласен?

— Выходит, так, — со вздохом признался Илюша.

— Вот теперь ты знаешь секрет Мишкиного неразменного рубля. И ты видишь, что эти его хитрые фокусы с рублем со​всем не пустяк, а связаны с очень серьезными вещами. Вот тебе и сказка. Знаешь, как говорится в одной сказке:

Сказка ложь, да в ней намек,

Добру молодцу урок!
— Знаю!— засмеялся Илюша.— Это у Пушкина в «Золо​том петушке». Но теперь, когда я еще и это узнал, то уже {212} совсем не понимаю, на что может быть нужна такая чудовищно громадная величина, которую и представить себе невозможно и с которой не знаешь, как обращаться, потому что она даже и правил наших никаких знать не хочет.

— Когда-нибудь ты еще много чудес узнаешь об этом уди​вительном чудовище. Узнаешь, может быть, и то, что это еще не самое большое из наших чудовищ...

— Как так?

— А очень просто, — коротко ответил Радикс. — Что же касается странных свойств нашего чудовища, то какими бы они странными тебе ни казались с первого раза, они тем не менее в высшей степени полезны. Если обращаться с ними с должной осторожностью, то они нам помогут в таких слу​чаях, когда никто другой помочь не может. Разумеется, ника​ких обычных действий, которые мы производим с числами, с бесконечностью производить нельзя, ибо это ведь не число. Она служит нам для рассуждения о процессах измерения та​ких величин, которые невозможно измерить, так сказать, «по​просту». А рассуждения эти позволяют нам установить соотно​шения между этими трудными для измерения величинами (вро​де длины окружности) и обыкновенными линейными мерами.

— Значит, есть задачи, в которых участвует бесконеч​ность?

— Сколько хочешь! Вот тут-то и выступает перед нами мощный и совершенный Великий Змий, победитель веретен, развертыватель спиралей, покоритель бочек, великий меха​ник центра тяжести, слагающий скорости, тот, кто открывает законы природы и записывает их простыми и понятными зна​ками.

И неясный облик Великого Змия мелькнул перед глазами Илюши.

— Тсс! — таинственно зашипел Ра​дикс, подняв свой единственный указа​тельный па [image: image33.png]


лец.
Но призрак уже исчез.

— Вот ты опять говоришь про спира​ли, бочки и законы природы!.. А я ничего не понимаю!

— В свое время ты все узнаешь. А сей​час нам надо еще потолковать с Ми​шенькой.

Плюшевый Мишка немедленно про​снулся и начал играть со своим рубликом.

Он подкидывал его в воздух, и рубль, взлетая, рассыпáлся в мельчайшую сере​бряную пыль, которая потом спускалась {213} сверкающим облачком в лапки Мишки. Мишка прыгал вверх ей навстречу, на миг исчезая в этом красивом облачке, а ко​гда он падал обратно, то уже облачка не было, а у Мишки в лапках опять сверкал новенький неразменный рублик, отче​каненный (не забудь об этом, мой милый!) высоким повеле​нием ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА.

— Вот что, — вымолвил Радикс, — давай-ка возьмем убы​вающую геометрическую прогрессию. Пусть первый ее член будет половиной, а знаменатель одна вторая. Ну-ка, давай рас​считаем сумму.

Илюша написал формулу суммы.

— Давай переменим знаки в числителе и знаменателе, так будет попроще, — предложил Радикс.

Илюша послушался, и формула стала такая:

S = a1(1 — qn)/(1 — q). 
Потом Илюша стал подставлять данные. Вышло так:
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— Внизу, — произнес Илюша, — получается половина, и я ее сокращаю с половиной, которая стоит спереди множителем. Значит, у меня остается штука нехитрая:

S = 1 — (1/2)n.

— Ну вот-с! — сказал Радикс. — Теперь давай-ка разберем, сколько выйдет, если мы опять возьмем шахматную доску, на первую клетку положим половину... Чего бы нам взять?.. Ну, возьмем половину яблока! На вторую клетку кладем чет​верть яблока, на третью восьмушку и так далее. Сколько же выйдет на восьмой клетке?

— На восьмой будет единица минус половина в восьмой степени, то есть

1 — (1/2)8.
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Впрочем, можно ведь и так написать:

— Можно, — сказал Радикс. — А сколько будет два в вось​мой степени?..

— Двести пятьдесят шесть! Значит, из единицы надо вы​честь одну двести пятьдесят шестую. Получится двести пять​десят пять двести пятьдесят шестых.

— Так! Это мы прошли первый ряд клеток. В конце вто​рого ряда...

— Будет единица минус одна вторая в шестнадцатой сте​пени.

— То есть знаменатель шестьдесят пять тысяч пятьсот.

— Можно сказать, сумма равна единице минус одна шес​тидесятипятитысячная. Вот как ловко! В конце третьего ряда двойка возводится уже в двадцать четвертую степень.

— Это будет примерно семнадцать миллионов.

— Значит, в сумме будет единица минус одна семнадцати​миллионная! А к концу четвертого ряда — это уж половина всей доски — одна вторая в степени тридцать два...

— Знаменатель дроби будет примерно равен четырем бил​лионам.

— Как быстро растет! Мастерица она, оказывается, расти, эта прогрессия! — воскликнул Илюша. — Значит, к половине доски мы уложим все яблочко, исключая одну четырехбилли​онную. Уж не знаю, как же разрезать яблоко на четыре бил​лиона частей? Ведь биллион — это тысяча миллионов! Ну, а что же будет дальше? Когда мы доберемся до конца доски, то возведем нашу половину в шестьдесят четвертую степень, то есть это будет одна восемнадцатиквинтиллионная! Вот так дробь! Но как же отрезать от яблочка такой малюсенький ку​сочек?

— Дело не в этом, — отвечал Радикс. — Допустим, что мы уж сумеем отрезать.

— Охотно допускаю! — воскликнул Илюша.

— Но скажи: каким образом ты отличишь целое яблоко от яблока, у которого не хватает... ну, хотя бы одной шести​десятипятитысячной доли, чтобы быть целым? Я уже не говорю о еще более крохотных долях единицы.

— Да-а! Ни в какой микроскоп не усмотришь!

Тут Мишка подошел к Илюше и гордо спросил:

— А если я буду опять расти, как рос раньше, тогда что будет? {215}

— Тогда, — сказал Илюша, — мне кажется, что эта дробь почти совсем не будет отличаться от нуля.

— Верней, — сказал Радикс, — было бы сказать так: если n будет расти до бесконечности, то эта дробь, изменяющая свое значение по закону геометрической прогрессии, может стать сколь угодно малой, то есть, проще сказать, мень​ше всякой наперед заданной величины. Вот та​кого-то рода изменяющиеся переменные величины, которые бесконечно уменьшаются, и называют бесконечно малы​ми. Но если это так, то, следовательно, нам, чтобы получить нашу сумму, придется вычитать из единицы величину беско​нечно малую. Что ни дальше мы двигаемся по нашему ряду, то есть по убывающей геометрической прогрессии, тем ближе подходим к некоторой границе нашего движения. Ясно это тебе или нет?

— Не очень, — признался Илюша.

— Припомни, — сказал Радикс, — припомни-ка хорошень​ко, как мы с тобой толковали насчет того, что будет происхо​дить с частными от деления единицы на все большие и боль​шие числа. Ясно, что величина частного будет изменяться, то есть это будет величина переменная. Не так ли?

— Так, — согласился Илюша.

— Хорошо, — продолжал Радикс. — И как величина пере​менная и безгранично уменьшающаяся она имеет в данном случае некоторый предел, к которому она приближается... Ну, как ты скажешь?

— Ясное дело, — отвечал мальчик, — что таким пределом будет нуль. Если взять очень большой делитель, то частное от деления единицы на него станет таким малым, что его от нуля, пожалуй, и не отличишь.

— Совершенно очевидно!— воскликнул Радикс.— И запо​мни: мы называем бесконечно малой величиной такую пере​менную величину, которая имеет своим пределом нуль. Бесконечно большая и бесконечно малая тесно связаны друг с другом в том смысле, что если делить единицу на бесконеч​но большую величину, то получится бесконечно малая, и на​оборот. Ну, так что же из всего этого следует в отношении на​шей задачи о яблоке и шахматной доске?

— По-моему, вот что: если вычитаемое стало бы нулем...

— Чтобы нам не сбиваться, — поправил его Радикс, — да​вай говорить так: «Если вычитаемое в пределе превратится в нуль». Тогда все будет ясно.

— Хорошо, — согласился мальчик, — будем говорить так. Значит, если вычитаемое в пределе превратится в нуль, то, следовательно, я буду вычитать из единицы чистый нуль, и останется единица. {216}
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— Так!— промолвил Радикс.— Значит, мы выяснили та​ким образом, что сумма нашей прогрессии все приближается и приближается к единице, так что разность между суммой и единицей может быть сделана меньше любого сколь угодно ма​лого числа. Другими словами, эта разность как угодно близко подходит к нулю. Можно сказать, что когда число членов стре​мится к бесконечности, сумма стремится к пределу, равному единице. Но у нас, в царстве ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА, го​ворят, что сумма всех членов убывающей геометрической про​грессии 

равна единице.
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— Хмм... — промычал недоуменно Илюша. — Все это, ко​нечно, так, но мне пока еще не верится... Вот чего я не пойму: что значит «сумма всех членов»? Ведь их у нас бес​конечное множество. Как же их все сложить? Склады​вать-то я начну, а как и когда я эти все сложения кончу?

— Замечание, не лишен​ное смысла! — усмехнулся Радикс.— Однако в этом слу​чае нельзя понимать сложе​ние так, как это ты понимал, когда складывал конечное число слагаемых столбиком в первом классе школы. Здесь надо складывать все боль​шее и большее число слагае​мых и при этом проследить, найти и определить, к како​му ты пределу приближаешь​ся. Вот этот-то предел мы и называем результатом сложения бесконечно большого числа сла​гаемых, или их суммой. В этом смысле мы и говорим, что если просуммиро​вать все члены убываю​щей геометрической прогрес​сии:

1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + ..., {217}

то в результате и получится сумма, равная единице. Вот тебе еще пример. Возьмем отрезок, равный единице. Разделим его пополам. Затем правую половину раздели опять пополам, правую четверть дели снова пополам, потом правую восьмую еще раз пополам и так далее. Теперь давай складывать. Если возьмем два слагаемых — половину и четверть,— то до едини​цы нам не будет хватать четверти. Если возьмем три слагае​мых, нам не хватит одной восьмой; если четыре — не хватит одной шестнадцатой и так далее. Ну вот, когда ты будешь[image: image38.png]


 увеличивать число слагаемых до бесконечности, то в пределе ты и получишь единицу, то есть тот самый отрезок, равный единице, с которого ты начал. Знай, что одним из первых, кто просуммировал бесконечную убывающую геометрическую про​грессию для решения сложной геометрической задачи, был не кто иной, как Архимед. Вот теперь ты и сам видишь, что мы недаром познакомились с Мишенькой: он помогает нам иной раз сосчитать сумму все уменьшающихся дробей. При этом обрати внимание: сумма получается вовсе не бесконечная, а самая обыкновенная! Как видишь, наше бесконечное чудови​ще, если оно возьмется за иную задачу, может нам помочь узнать самое обыкновенное конечное число, с которым мы уже можем действовать как нам заблагорассудится.

— Значит, когда Мишенька растет, в одних случаях может получиться бесконечный предел, вот как первый раз с суммой, в других — нуль, как для синьориты Одной Энной, а в треть​их — просто какое-нибудь число, не равное нулю, как только что у нас получилось? — спросил Илюша.

— Совершенно верно, — отвечал его друг. — Чтобы под​твердить тебе это на знакомом уже примере, вспомним постро​ение с перпендикуляром и наклонной из предыдущей схолии. Если откладывать вдоль перпендикуляра один за другим равные отрезки и соединять получающиеся на перпендикуляре точки с другим концом основного отрезка, к которому восста​новить перпендикуляр, то каждая следующая наклонная бу​дет образовывать с основным отрезком все больший и боль​ший угол. Проследи за углами, на которые поворачивается на​клонная при переходе от одной точки на перпендикуляре к следующей, и ты увидишь, что эти углы будут все время уменьшаться и стремиться к нулю. Сумма откладываемых отрезков на перпендикуляре будет стремиться к бесконечнос​ти, а сумма углов, о которых мы говорим, будет стремиться к прямому углу, как к пределу. {218}

— Но в результате этого процесса угол ведь станет пря​мым, — сказал Илюша.

— Ну вот, ты опять за старое! — недовольно промолвил Ра​дикс. — Если поворачивать наклонную, то, конечно, можно по​вернуть ее на такой угол, чтобы она стала параллельной. Од​нако и здесь тоже замешана та же бесконечность. И ты легко убедишься в этом, если рассмотришь все промежуточные поло​жения ее. И это очень хорошо понимали греческие ученые времен Архимеда. Если говорить о бесконечном процессе уда​ления точки по перпендикуляру, то, разбивая этот процесс на бесконечное число последовательных этапов, тем самым вво​дится и бесконечное число этапов в изменении угла, и мы говорим только о том, что происходит при самом этом процессе: при неограниченном удалении точки по перпендикуляру угол неограниченно приближается к прямому как к своему пределу.

— И никогда его не достигает! — воскликнул Илюша.

— Вот именно! — громко воскликнул удивительный Док​тор Непроходимых Узлов, который, оказывается, стоял все вре​мя рядом с Илюшей и внимательно слушал. — А в каком это смысле «никогда»? Ты, кажется, говоришь о времени? А изве​стна ли тебе древняя притча про Ахиллеса и черепаху? Не из​вестна? Жаль, жаль! Ну, изволь слушать. Представь себе, что самый быстроногий из ахейцев, герой Троянской войны Ахиллес, и некая безвестная черепаха состязаются в беге. Че​репаха находится вначале на расстоянии ста шагов впереди Ахиллеса, а ползет она в десять раз медленнее его. Все очень просто. Когда Ахиллес пробежит указанное расстояние, чере​паха успеет проползти еще десять шагов. Когда Ахиллес про​бежит эти десять шагов, черепаха окажется еще на один шаг впереди. Когда Ахиллес пробежит этот шаг, то черепаха, оче​видно... Ну, ты и сам видишь — процесс бесконечный, а сле​довательно, как ты это только что сказал, Ахиллес «никогда» не догонит черепаху.

— Как так? — спросил Илюша. — Ясно, что Ахиллесу надо будет пробежать... сколько же это выходит?.. всего сто один​надцать шагов, чтобы догнать черепаху...

— Твое слово «никогда», видишь ли, нехорошо в этом случае по той причине, — пояснил Радикс, — что на самом де​ле ты ведь не имеешь в виду времени, а хочешь только ска​зать, что в разложении процесса на этапы придется иметь де​ло с бесконечным числом этих этапов. К фактическому осуще​ствлению вращения наклонной, протекающему в конечный промежуток времени, или к движению Ахиллеса это прямого отношения не имеет. Нас здесь интересует не время, а именно последовательные этапы процесса. Их удобнее всего было бы просто нумеровать: первый этап, второй и так далее, вовсе не {219} упоминая о времени. Если тебе придет в [image: image39.png]


голову раз​лагать какой-нибудь дей​ствительный процесс дви​жения на такого рода эта​пы, то это будет только воображаемая операция. И при подсчете времени, например,   надо   будет учесть, что действитель​ное движение вовсе не обязано считаться с этим разложением и может про​скочить через все твои этапы за конечный проме​жуток времени. Конечно, это все не очень простые вещи. Здесь есть над чем подумать, но мы пока ограничимся этим...

— Ограничимся?   То есть как это ограничим​ся? — снова  окрысился командор. — Ведь молодой человек сказал же, что пе​ременная величина (пом​нится, там шла речь об угле) никогда не дости​гает своего предела...

— Но теперь я бу​ду это понимать в том смысле... — заторопился Илюша.

— Ни в каком смысле это не верно, молодой че​ловек! Вот рассмотри та​кое движение наклонной. Из ее основания по дру​гую сторону основного отрезка я восстановлю к нему пер​пендикуляр, а около него построю полуокружности одинако​вого радиуса, с центрами на этом перпендикуляре: одну по одну сторону от него, а следующую, соседнюю с ней снизу, — по другую, и так змейкой все дальше и дальше. Теперь вооб​рази себе прямую, которая все время проходит через основа​ние этого перпендикуляра и через меняющую свое положение вторую точку, а та, в свою очередь, пробегает построенную то-​ {220}бой змейку сверху вниз. Что будет происходить с этой прямой?

— Она начнет поворачиваться сначала в одну сторону, по​том немного меньше в другую, потом опять в ту...

— Вот теперь и проследи, хотя бы для сравнения с на​клонной, за верхней частью этой твоей прямой: она будет ко​лебаться около перпендикуляра. И, как ты думаешь, в преде​ле, когда точка по змейке будет удаляться все дальше и даль​ше, что же ты сможешь сказать об угле, который образует эта прямая с основным отрезком?

— Этот угол будет стремиться к прямому как к своему пределу, — отвечал Илюша. — Каждый раз, когда точка на змейке будет попадать на перпендикуляр, этот угол будет пря​мым... Но в конце концов...

— Если точка будет двигаться по змейке, то никакого кон​ца концов тут нет. Только колебания около перпендикуляра будут, как говорится, затухать. Но ты мог бы прекратить строить змейку в каком-нибудь месте и заставить точку бе​жать дальше по перпендикуляру. Тогда у тебя прямой угол появился бы на соответствующем этапе процесса. И дальше он так бы и оставался прямым на всех дальнейших этапах бес​конечного удаления точки вниз по перпендикуляру. И в этом случае ты можешь сказать, что в пределе угол, за изменением которого ты следил, будет равен прямому. В последней нашей схолии мы еще покажем тебе нечто в этом роде.

А вслед за этим командор улетел в неизвестность.

— Только вот чего я еще не понимаю, — сказал, вздыхая, Илюша. — Ты говоришь, что в случае с Ахиллесом и черепа​хой мы только воображаем разложение процесса на бесконеч​ное количество этапов и что действительное движение проис​ходит непрерывно, без всяких этих этапов. Тогда зачем же такие разложения рассматривать?

— Видишь ли, — ответил Радикс, — на этот вопрос я тебе сейчас коротко ответить не могу. Дальше мы познакомимся с очень важными задачами, в решении которых бесконечные процессы играют основную роль. Тебе дана некоторая конеч​ная величина; ты начинаешь как бы «исчерпывать» ее, и при этом столь ничтожными частицами, что в пределе действи​тельно приходишь к полному ее «исчерпанию». Такое «исчер​пание» конечной величины как раз и является одним из самых сильных средств математики, владея которым она и справляется с вопросами, относящимися к непрерывно изме​няющимся переменным. Сейчас я могу только привести еще один, уже немного знакомый тебе пример, в котором оказы​вается полезным способ представления конечной величины в виде предела суммы неограниченно возрастающего числа слагаемых, каждое из которых стремится к нулю. {221}

— Как это может быть? — спросил Илюша. — Если каж​дое слагаемое стремится к нулю, то, по-моему, и их сумма...

— Ты забываешь, что их число неограниченно возрастает. Начнем с простейшего случая. Представь себе, что единицу ты разделишь сначала на две части, возьмешь сумму этих двух дробей и получишь опять единицу. Но совершенно такой же результат получится, если разделить единицу на три части и сложить полученные три дроби, и так далее. Если ты про​изведешь деление на n равных частей, то каждая из них выра​зится дробью 1/n , а при неограниченном возрастании n будет бесконечно малой. Но если при каждом значении n составлять сумму n таких дробей, то все время будет получаться единица.

— Единица и есть единица. К чему же разбивать ее на части и потом опять собирать ее в целое из этих частей? — спросил Илюша.
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— Представь себе, что часто, и притом в очень важных во​просах, именно этот способ и оказывается чрезвычайно мощ​ным средством, но только, конечно, он применяется не в слиш​ком уж простом виде. Вот послушай, я приведу тебе пример немного посложнее. Ты, конечно, помнишь, что отношение длины окружности к ее диаметру равно числу (. Так что дли​на круга с радиусом r будет выражаться числом 2(r. Представь себе, что формула для нахождения площади круга тебе неиз​вестна. Разбей весь круг на большое число — назовем его опять n — маленьких секторов, разделив окружность на n рав​ных маленьких дужек и соединив точки деления с центром. Каждый из этих секторов будет при неограниченном увеличе​нии n все больше и больше напоминать равнобедренный тре​угольник, основание которого очень мало и почти сливается с дужкой, ограничивающей этот сектор. А сумма их площадей будет ведь все время оставаться равной все той же площади круга, совсем как в нашем первом примере. Однако {222} смысл всего этого в том, что пло​щадь очень узенького секто​ра можно со все большей и [image: image41.wmf]8
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большей точностью вычис​лять по формуле для площа​ди треугольника, умножив основание — длину дужки — на половину высоты, то есть на половину радиуса. А если теперь собрать снова все это в одно целое, то достаточно умножить сумму длин всех дужек, то есть 2(r, на поло​вину радиуса, и получится выражение  для площади круга — (r2. Если ты интере​совался не всем кругом, а только каким-нибудь его сек​тором, ограниченным дугой длиною l, то можно найти площадь такого сектора, умножив l на половину радиуса. Выходит, что ты действительно можешь совершенно точно получить площадь сектора по формуле площади треугольника, прини​мая длину дуги за основание, а радиус за высоту. Но сектор с большим центральным углом совсем не похож на треуголь​ник, и ты смог прийти к этому результату здесь только потому, что предпринял то самое деление площади, кото​рое казалось сперва совершенно бессмысленным. Разумеется, эти рассуждения мы провели схематично, в общих чертах; если их немного уточнить, то мы могли бы сказать, что пло​щадь круга определяется нами как предел суммы площадей бесконечно возрастающего числа треугольников, боковые сто​роны которых равны радиусу, а основания равны неограни​ченно уменьшающейся хорде маленьких секторов. Ну, а те​перь уж, — промолвил в заключение Радикс, — можно, пожа​луй, сказать, что у нас в этом трудном вопросе в первом при​ближении все более или менее в порядке...

— В порядке! Ха-ха-ха! — раздалось откуда-то из-под об​лаков страшное громыхание плюшевого Мишки-великана.

— Хм!.. — грустно заметил Радикс. — Он, кажется, еще сомневается, все ли ты уразумел?

— Н-не знаю... — неуверенно признался Илюша.

— А не попробовать ли нам сначала? — крикнул Мишка.

— Давай попробуем! — робко сказал Илюша.

И снова вдруг сбежались знакомые человечки, составили формулу, опять Мишка стал маленьким и мирно сидел на тулье цилиндра, но справа появилось много человечков-малюток: {223}

S = a1qn/(q — 1) — a1/(q — 1) = а1 + а2 + а3 + а4 + ... + an.

— Ну? — вопросительно заявил Мишка.

Мгновенно человечки справа исчезли все, кроме первого, у которого на груди появилась цифра «1». Немедленно в лап​ке Мишки тоже оказалась единица, а на груди у тощей Суммы появилась та же самая единица.

— Вперед, друзья! — энергично скомандовал Мишка.

Сейчас же вслед за первым человечком появился второй, у которого на груди было число «1/2», в лапке Мишки оказа​лась уже двойка, а на груди у Суммы появилось не «1», а «11/2». Затем появился третий человечек, имя которого было «1/4», и Мишка показал своей лапкой, что это номер третий, а Сумма сложила все три члена, и вышло 13/4. Появился еще новый член прогрессии, его звали «1/8». Мишка засвидетель​ствовал, что это был четвертый номер, а Сумма заявила, что теперь всего выходит 17/8. Все было правильно, как заметил Илюша. Затем человечки стали появляться все дальше и даль​ше, быстро и равномерно выпрыгивая на сцену и мелькая один за другим. Казалось, будто прямо перед тобой проходит лента кинокартины и все понемножку меняется, точно толч​ками. А вместе с тем все быстрее мелькали номера у Мишки в лапке и менялось число на груди у Суммы. Но самое инте​ресное заключалось в том, что человечки, что ни дальше, ста​ли появляться все скорей и скорей, и наконец глаз почти пе​рестал замечать эти толчкообразные изменения картины, а просто казалось, что длинная-предлинная вереница членов прогрессии все удлиняется и удлиняется. А дальше уже стало казаться, что просто куда-то очень-очень далеко вправо растет длинненькая тоненькая ниточка, и уж нельзя было разобрать, что она состоит из человечков, которых делается все больше и больше... Наконец Мишка взмахнул лапкой и сказал: «Всё!» Сумма с облегчением вздохнула. На груди ее красовалась цифра «2».

Илюша засмеялся.

— А теперь, — сказал он, — обязательно расскажи мне про бочки, про Великого Механика, про яблоки и веретена и вообще...

— Постой, постой! — сказал Радикс. — Не все сразу! Я дол​жен указать еще тебе, наконец, — и прошу это запомнить всерьез и как следует! — что эта картина приближения к пре​делу не является единственным объяснением явления предела, есть и другие, не менее, а даже более важные. Но она сравнительно проста и для нас с тобой вполне удовлетвори​тельна. А теперь мне нужно задать тебе еще два-три вопросика, {224} а потом мы пойдем с тобой в гости к двум моим приятелям, которые нас угостят, накормят и напоят чудным кваском. Скажи, пожалуйста: тебе никогда не приходило в голову, для чего применяются в геометрии формулы?

— Чтобы вычислить что-нибудь, ну, например, длину ка​кого-нибудь отрезка или площадь какой-нибудь фигуры...

— Ты говоришь мне о том применении формул в геомет​рии, с которым тебе до сих пор приходилось иметь дело. Это естественно. Геометрия ведь и родилась из задач по измере​нию земли, как указывает ее название. Но ведь, кроме разме​ров фигуры, нас может интересовать и ее форма. Не прав​да ли?

— Да, конечно.

— А ты никогда не думал, — продолжал его наставник, — нельзя ли с помощью формул определить также вид или фор​му какой-нибудь линии?

— Не знаю, — ответил Илюша. — Я не совсем понимаю: как это так определить форму? В каком смысле?

— Вот, например, так. Ты, конечно, знаешь, что такое пря​мая? Попробуй определи мне прямую как геометрическое место.

— Ну, это нетрудно, — отвечал Илюша. — Вот, например, биссектриса. Она прямая, и вместе с тем она есть геометри​ческое место точек, лежащих внутри данного угла и равно​отстоящих от двух его сторон.

— А если рассматривать окружность?

— Окружность есть геометрическое место точек, равноот​стоящих от центра, то есть от данной точки.

— Правильно! Но вот ты видишь, что эти два определения дают тебе две линии различной формы. Следовательно, при помощи старинного понятия геометрического места ты можешь определять кривые, различные по форме. Так как на свете очень много кривых линий, а прямая только одна, то мы ее тоже будем причислять к кривым, а потом выясним, как выделить ее из них. Ты узнаешь далее, почему люди так за​интересовались определением именно формы кривых. Но вот еще что: давай нарисуем прямой угол и проведем его бис​сектрису.

Илюша нарисовал.

— Будем теперь рассматривать этот чертеж как диаграм​му или график. Разделим обе стороны угла на равные про​межутки и дадим делениям номера по порядку.

Илюша сделал и это.

— Теперь посмотрим, как расположена относительно сто​рон угла биссектриса. Когда на горизонтальной стороне мы найдем четвертую точку деления и восстановим из нее пер-{225}пендикуляр, то он пе​ресечет биссектрису в точке, которая по вер​тикальной стороне пря​мого угла соответ​ствует...
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— Тоже четвертому делению,— сказал Илю​ша. — Да ведь так и должно быть, потому что это биссектриса и обе стороны угла рас​положены симметрично по отношению к биссек​трисе. По-моему так!

— Верно,— отвечал Радикс. — Но если так, значит, деления на сторонах угла позволяют нам определить положение точки внутри угла с помощью двух чисел, выражаю​щих расстояния точки от сторон угла. Раз мы это выяснили, то тем самым мы сделали первый шаг к формулам, потому что фор​мулы относятся именно к числам. Эти два числа называются координатами точки. Расстояние от вершины угла до основа​ния перпендикуляра, опущенного на горизонтальную сторону угла, обычно обозначают буквой x и называют абсциссой точки. Горизонтальную сторону угла называют при этом осью иксов, или осью абсцисс. Другую сторону угла называют осью ординат, или осью игреков. Вторую координату точ​ки — ее расстояние от оси абсцисс — обозначают буквой y, на​зывая это число ординатой точки. Ось иксов и ось игре​ков называют осями координат, а точку их пересече​ния — началом координат. Очевидно, что для точки, лежащей в начале координат, и x и y равны нулю. Если дви​гать точку вправо, то значение x будет увеличиваться, а если ты будешь двигаться вверх, то будет расти значение y.
— Ясно. Если я пойду в левую сторону от оси ординат, то мне уже придется значения x считать отрицательными, а если пойду вниз, ниже оси абсцисс, то там надо значения y считать отрицательными.

— Совершенно верно. Теперь ты сможешь определить по​ложение любой точки на плоскости с помощью двух чисел. Ну, а теперь подумаем, нельзя ли нам как-нибудь записать с по​мощью формулы то свойство биссектрисы, о котором мы толь​ко что говорили. Какую бы точку ни взять на биссектрисе, для нее длины перпендикуляров, опущенных на обе стороны угла, должны быть равны...{226}

— То есть абсцисса и ордината всякой точки на биссек​трисе равны между собой! — воскликнул Илюша. — Это я по​нимаю, но как же это записать, если абсцисса и ордината мо​гут принимать какие угодно числовые значения? Когда, на​пример, x равен единице, то и y должен равняться единице; когда x равен двум, то и y равен двум...

Илюша внимательно посмотрел на чертеж, потом на своего друга, немного поколебался и написал:
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y = x.
— Правильно! — сказал Радикс. — Если ты будешь искать на плоскости те точки, координаты которых удовлетворяют этому условию, то ты как раз и получишь твою биссектрису. Мы будем называть такие равенства, переводящие свойства геометрических образов на алгебраический язык, уравнени​ями кривых. Такие уравнения определяют положение то​чек по отношению к выбранным координатным осям. Кстати сказать, угол между осями необязательно нужно брать пря​мой. Вообще можно определять положение точки на плоско​сти и другими способами, то есть можно применять, как говорят, различные системы координат. Не​которые элементы такого рода системы употребля​лись еще в Древней Гре​ции, у Аполлония Пер​гейского (эллинистическая эпоха, время Архимеда). А у нас здесь самая про​стая  система  прямо​угольных координат на плоскости. Она потому так называется, что угол меж​ду осями прямой. Их на​зывают также декартовы​ми, по имени замечатель​ного француза, крупней​шего математика и фило​софа Ренэ Декарта, жившего в семнадцатом веке, который впервые ввел их в науку. Их назы​вают еще картезианскими, ибо ведь в то время уче-{227}ные сочинения писали по-латыни и имена авторов тоже пере​делывали на латинский лад, а по-латыни Декарт называл себя Картезием. Однако надо тебе знать, что впервые метод коорди​нат был предложен тем самым удивительным математиком Пьером Фермá, с чьей замечательной теоремой ты недавно познакомился. Это было в тридцатых годах семнадцатого сто​летия, хотя некоторые схожие с этим методом приемы были известны еще древним. Фермá много и плодотворно занимался вопросом о значении понятия геометрического места, и вот в результате этих его размышлений и опытов родился на бе​лый свет метод координат. В одной из своих работ великий французский геометр говорил, что он придумал этот метод специально для изучения вопроса о геометрических местах и что он уверен, что благодаря этому новому способу анализа изучение этой отрасли геометрии станет для всех доступным. Теперь [image: image44.png]


мы можем хорошо оценить, какова была тонкая про​ницательность этого гениального ума. Действительно, Фермá, а за ним и Декарт придали учению о геометрических местах такую простоту и ясность, что этот очень мощный метод мог быть применен целым рядом ученых к труднейшим задачам с великой пользой для дела. Некоторые историки полагают, что во всем этом интереснейшем и полезнейшем перерожде​нии математики ученым очень помогло то, что Декарт ввел в употребление метод графи​ков, таких, какие мы сейчас рассматривали. И этот наглядный способ очень помог ученым в их новых рассуждениях. Вслед за Де​картом над той же задачей рабо​тал Исаак Ньютон, исследуя очень сложные кривые, и в его работах все основные трудности нового метода уже были преодолены. Са​мое замечательное следствие этих плодотворных работ Ферма, Де​карта и Ньютона заключается в том, что благодаря им в матема​тике удалось объединить и об​общить целый ряд различных све​дений из геометрии, а вслед за этим привести их и в некоторую вполне стройную систему. Кстати сказать, именно Декарт стал обо​значать переменные величины по​следними буквами латинского ал​фавита: x, y, z. {228}

— Меня немного удивляет, — произнес в ответ Илюша, — что ты так много говоришь о системах. Мне кажется, что самое важное в математике — это уметь решить какую-нибудь задачу или, скажем, целый ряд каких-нибудь похожих друг на друга задач. Разве это не так?

— Почему не так? — возразил Радикс. — Конечно, это так, но я говорил о том, что когда ты решаешь целый ряд схожих между собой задач, то имеет смысл собрать воедино все спо​собы их решения, а затем рассмотреть, что в них есть общего и чем они друг с другом связаны. В других случаях ты бе​решь какой-нибудь один способ решения задач и рассматри​ваешь, какого рода задачи можно при его помощи решать. При этом ты нередко находишь связующие нити между зада​чами различного рода, и тем самым они объединяются. Посте​пенно путем таких объединений и обобщений строится общая теория. Вот что я имел в виду... А теперь посмотрим, что получится на чертеже, если мы вместо y = x напишем такое уравнение:

y = 2x.
Давай иксу различные значения, начиная с нуля, и следи, что будет происходить с игреком. А потом нарисуй, что у тебя по​лучится.

Илюша составил табличку.
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Когда он попробовал нанести точки на график и соединить их, то у него получилась снова пря​мая, но только теперь она не была уже биссектрисой, а шла гораздо ближе к вертикальной оси, как это показывает рисунок на стра​нице 228.

— Опять прямая, — сказал Ра​дикс, — только она наклонена по отношению к оси абсцисс под дру​гим углом. Изменив коэффициент у икса в уравнении, ты изменил наклон прямой. Значит, этот коэффициент определяет наклон прямой. Ясно?

— Как будто ясно. Если увеличить коэффициент, то она будет еще скорее подниматься.

— И поэтому этот коэффициент называется угловым коэффициентом прямой. Ну, а теперь,— продолжал Радикс, — давай прибавим к правой части уравнения постоян​ную величину, например «три».

Илюша написал уравнение, а затем составил табличку:
y = 3 + 2x. {229}
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Когда теперь он на​рисовал две последние прямые, то оказалось, что вторая прямая идет параллельно первой, но всюду проходит выше ее на три деления, как на рисунке на стр. 228. — Ну вот, — заклю​чил Радикс, — ты полу​чил две параллельные прямые.   Значит, по уравнению прямой ты очень легко можешь судить о том, как она расположена. Коэффициент этих прямых определяет на​клон прямой, а свободный член говорит о том, выше или ниже прямая расположена. Теперь продолжим оси. Ось иксов продолжим влево за нуль; там мы будем наносить, как уже ты сказал, отрицательные значения х. Ось игреков продолжим ниже нуля, и там мы будем наносить отрицательные значе​ния у. Теперь вот что: дадим у значение нуль в уравнении

y = 2 + х.
Илюша написал:

2 + х = 0.

— Ну, чему равен икс? Это ведь уравнение первой сте​пени.

— Икс равен минус два.

— Справедливо. А что это будет обозначать на графике? Илюша составил табличку, [image: image45.png]


потом график; взял линейку и продолжил прямую влево за ось игреков. Оказалось, что пря​мая пересекла ось иксов как раз в точке — 2.

— Как интересно! — ска​зал Илюша. — Значит, этим способом можно решать урав​нения?

— Да, это графический способ решения уравнений. И он чрезвычайно полезен, когда дело идет об очень кропотливом решении урав​нений высших степеней. Та​ким образом, ты видишь, что с геометрической точки зрения корень уравнения есть не что иное, как абсцис​са точки пересечения {230} кривой с осью абс​цисс.

— Слушай-ка, — сказал Илюша, — а что получится, если мы возьмем квадрат​ное уравнение?
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— Давай попро​буем. Пиши:

у = х2 — х — 2.

Теперь  подставляй значения икса. Нач​нем с минус четыре и дойдем до плюс че​тыре.

Илюша составил табличку и нанес точки на график.

— Когда будешь соединять точки, — сказал Радикс, — имей в виду, что это не ломаная кривая, она гнется очень плавно.

Илюша нарисовал кривую. Получилась дуга, открытая сверху и симметричная, как на рисунке (стр. 232).

— А ну-ка, напиши вместо игрека нуль и реши уравнение!

Илюша получил два корня: —1 и +2. Когда он взглянул на график, то убедился, что его кривая как раз и пересекает ось иксов в этих точках —1 и +2.

— Вот как хорошо! — сказал Илюша. — И как просто! А что получится на чертеже, если под корнем будет отрица​тельная величина?

— То есть если квадратное уравнение имеет комплексные корни? Тогда кривая будет на графике вся находиться или ниже или выше оси иксов.

— Вот как удобно! Начертил — и готово. И все видно.

— Ясно! — отвечал, посмеиваясь, Радикс. — Ну, а теперь пойдем к моим друзьям. Это премилые старички. Они, правда, большие чудаки, но ты уж не удивляйся. Да, вот еще...

Радикс взял Илюшу за руку и остановился.

— Ты должен еще запомнить, — добавил задумчиво Ра​дикс, — что Ренэ Декарт был одним из самых замечательных мыслителей нового времени. Его влияние на умы образован​ного мира было огромно и необыкновенно глубоко. Многие его мысли имели решающее значение для развития человеческого общества, а некоторые и поныне не утратили этого значения для каждого из нас. Суровый, трезвый и прямодушный мыс​литель, он заставил человека размышлять над собой и своей мыслью, исследовать то, о чем ты мыслишь, и то, в чем сомне-{231}ваешься. Ведь, зная, как ты судишь о мире, можно вывести, что ты в состоянии сделать. [image: image46.png]


Декарт был первым, кто тогда утверждал, что разум человече​ский сам по себе способен по​стичь истину и овладеть ею. Декарт  придавал громадное значение методу (то есть способу либо способам) мыш​ления, рассуждения и вообще умственной работе, а его ма​тематические труды носят глу​бокий отпечаток этого его убе​ждения. Именно потому его философия и внесла в науку и жизнь столько прямого здраво​мыслия, что он опирался на математический способ рассу​ждения. А в математике он вместе с Фермá, как мы уже говорили, создал новую, так на​зываемую аналитическую геометрию, то есть такой метод изучения геометрических кри​вых, который объединил гео​метрию и алгебру, связал гео​метрические кривые с алгебраи​ческими уравнениями. Это дало позднейшим ученым возможность построить еще более мощные математические методы, раскрывшие перед человечеством со​вершенно необыкновенные возможности и обеспечившие даль​нейшее развитие цивилизации и технической культуры.

— Как это все интересно!

— Мало того, — продолжал Радикс, — одно из главных достоинств труда Декарта состоит в том, что до него заниматься теорией таких кривых могли только люди с исключительными дарованиями, а после него эту возможность получили многие. Так что Декарт дал в руки большому числу людей способ изучать и применять очень тонкие методы, поэтому и число уче​ных увеличилось. Узнай еще, что известные тебе из географии широта и долгота тоже координаты данной точки на глобусе. Исторически это самые первые координаты, которые были при​думаны во времена Эратосфена (эллинистическая эпоха).

Тут Радикс огляделся и важно скомандовал:

— К прыжку приготовились!.. Полный вперед! {232}

И тут они прыгнули и тотчас помчались по воздуху с не​обычайной быстротой. Наконец они долетели до весьма сим​патичного леска, где в изобилии росли красивые деревья с тем​ной блестящей листвой. Небо над лесом было синее-синее, а откуда-то доносился глухой ритмичный гул морского прибоя. Удивительно, как легко и привольно дышалось в этом чистом и прозрачном воздухе! Где-то довольно далеко на пригорке, едва заметное в утренней дымке, стояло очень красивое зда​ние с колоннами. Издали доносился тоненький голос па​стушьей свирели.

— Ах, как мне здесь нравится! — воскликнул мальчик.
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Вдруг из-за деревьев выскочил очень странный человек. Он был голый, а ниже пояса покрыт густой серо-черной шерстью. Ноги у него были козлиные, а на лбу — маленькие рожки, как у козленка. Он хитро поглядел на наших путешественников, вытащил из-за спины странный музыкальный инструмент, со​ставленный из дудочек разной величины, связанных ремешка​ми, быстро провел им перед губами сперва в одну сторону, за​тем в другую и сыграл какую-то мелодию, которая показалась Илюше и приветливой и веселой.

— Кто это? — спросил Илюша. — Похож на лешего, правда? {233}

— А это и есть такой здешний леший. Его зовут Фавном.

Фавн еще раз сыграл на своих флейтах что-то очень слав​ное и снова исчез за деревьями. А наши друзья отправились дальше.

Наконец они прошли лесок. Едва они миновали последние деревья, как увидели громадную вывеску на двух больших столбах. Илюша остановился и прочел:
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— Что это? — весело спросил Илюша. — Что это за сыр, который увеличивает человеческую жизнь? Из чего он де​лается? Он творожный?

— Не совсем, — ответил, улыбаясь, Радикс. — Он не столь​ко творожный, сколько двурожный.

И они пошли дальше. Вдруг над их головами что-то за​шипело, захрипело, защелкало, и гнусавый голос громкогово​рителя произнес совершенно оглушительно:

«Внимание! Говорит Эллада! Говорит Эллада! Внима​ние! Рекомендуем путешественникам наш превосходный древ​ний козий сыр, который представляет собой истинное совер​шенство по форме, а следовательно и по содержанию, и имеет вкус общеизвестного голландского сыра. По желанию может {234} быть уложен пирамидальными числами! На вид очень приятен и напоминает солнце или апельсин. Внимание! Рекомендуем всем попробовать наш прелестный древний козий, совершенно голландский сыр! Не сыр, а объеденье!»

Громкоговоритель опять зашипел, защелкал и умолк. В это время веточка зацепила Илюшу за рукав, но когда он попро​бовал отцепиться, то, к своему крайнему удивлению, обнару​жил, что его держит за рукав не ветка, а смуглая рука какой-то юной девицы. Ее черные волосы были перевиты лавровыми ветками, глаза сияли, а губы улыбались. Одета она была до​вольно легко. Но самое странное было в том, что эта милая девушка росла из дерева. Она еще раз улыбнулась Илюше и подала ему маленькую бумажку, свернутую в трубочку. Илю​ша недоуменно взял бумажку, а девушка немедленно спря​талась в густых ветвях.

— Кто это? — спросил Илюша.

— А это здесь такие есть, ну... вроде русалок. В деревьях живут. Их зовут Дриады.

Илюша развернул трубочку и прочел:

Древней дубравы Дриады так говорят тебе, отрок:

Кушай себе на здоровье наш замечательный сыр!

Кушай, гуляй и резвись по нашей привольной дубраве!

Сыр называется наш «Радость Большого Кита».

— Еще сыр! — сказал Илюша. — Какие странные назва​ния у сыров! А разве киты любят сыр? Они, кажется, планк​тоном питаются?

— Питаться — это одно, — возразил Радикс, — а любить — это совсем другое. Один мой приятель любил папу с мамой, а питался преимущественно двойками...

Илюша совсем было уже ответил, что он понятия не имеет, о ком повел речь его спутник, но в это время из-за густой зе​лени, приплясывая и ловко перебирая своими тоненькими ко​пытцами, снова выскочил козлоногий человечек. Он быстро сыграл на своих флейточках что-то веселенькое, а потом под​бежал к Илюше и шепнул ему на ухо:

— Не верь! Не верь! Выдумывают! Самый замечательный сыр — это тот, из которого делаются морские камушки. Вот это сыр!

Снова засвистали и запели флейточки, и музыкант быстро исчез между деревьями.

— Из сыра камушки? — повторил в недоумении Илюша.— Совсем запутаешься!

Тут наши друзья вышли на светлую полянку. В глубине {235} между деревьями стоял маленький домик. На нем висела огромная вывеска, а на ней настоящими греческими буквами было изображено:
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— Ну вот, мы и пришли! — заявил Радикс.

Они теперь приблизились к тому самому домику с колон​нами, который Илюша заметил еще издалека. Вместо двери у этого домика висела пурпуровая занавесь. Радикс откинул ее, и они вошли.

В большой светлой комнате, у которой не было потолка и свет лился прямо с неба, у самого входа бил маленький фон​танчик, от которого очень вкусно пахло — то полежалыми яблоками, то вином, то лимоном, то айвой, а то еще чем-то вроде оливкового масла. Подальше сидели по-турецки два сморщенных бородатых старичка в длинных белых мантиях, подпоясанных красивыми золотыми шнурами. Они что-то упле​тали за обе щеки. А сзади них на громадной тарелке возвы​шался большой, метра в два ростом, конус. На тарелке по краешку было написано: «Вот вам и сыр!»

Илюша хотел было спросить про это у Радикса, но в это время один из старичков произнес:

— Приятно пожевать хорошенького сырку! Дай-ка мне, Асимптотос, друг дорогой...

Но когда Асимптотос обернулся к своему приятелю, он вдруг весело воскликнул:

— Смотри, Коникос, гости! Сторона ль моя, сторонушка! Кого я вижу!

— Привет! — отвечал Радикс.

— А что это ты привел? — спросил, прищурившись, Кони​кос. — Что-то микроантропоидное? {236}

— По-видимому, сыроежка, — заметил Асимптотос.

Илюша с трудом перевел дух и огляделся.

— Может быть, это просто шутка? — спросил он сам себя, но невольно произнес эти слова шепотом.

— А может быть, и не просто? — укоризненно отозвался Коникос.

— И даже не совсем! — ворчливо откликнулся Асимп​тотос.

— А возможно, что именно так! — раздался чей-то серди​тый голос сбоку, и Илюша поморщился, увидав доктора У. У. Уникурсальяна, гордо скрестившего руки на своей мо​гучей груди и состроившего одну из самых своих замысло​ватых и невероятных гримас. {238}
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Схолия Тринадцатая,

из которой читатель легко мог бы узнать, как высоко стояло в древнее время искусство резать сыр и к каким удивительным последствиям мирового значения ведет то или иное положение сырного ножа при этой церемонии, если бы в эту схолию не ворвался несносный К. Т. Н. доктор Уникурсальян и не вос​претил все сие. Зато тут говорится о том, как сотни разно​цветных парабол улетели в небо, приветствуя свою прароди​тельницу и угрожая врагам серьезнейшими неприятностями. Далее излагается, почему невозможно понять, что такое вос​ход солнца, если ты предварительно не покушал сырку, что ведет к ряду очень грустных воспоминаний о древних царях и калифах, из коих некоторые просто не хотели учиться, а другие поступали более решительно и сажали педагогов в очень сырые и темные места, дабы те к ним поменьше при​ставали. Затем читатель узнает, как считать планеты, начиная с собственных ушей, и как опасно соглашаться со специали​стами по подобным подсчетам. Вслед за этим читатель знако​мится с тремя инженерами, которые ехали с запада на юг в очень скором поезде.

Илюшу не очень-то обрадовал такой прием. Однако он по​клонился старичкам. «Микроантропоидное? — подумал он. — Как будто это должно значить нечто ничтожно человекоподоб​ное?.. Хм... А сыроежка?» Это было, конечно, обидно, но тут {238} Илюша подумал, что, может быть, это просто обозначает, что он, Илюша, хотел покушать сырку, и больше ничего?..

А когда он обернулся, то увидел знаменитого Командора Ордена Семи Мостов, который смотрел на всех собравшихся с величайшим презрением.

— Страшно подумать! — шепнул на ухо Илюше Радикс.— Ей-ей, мне кажется, что он сейчас речь произнесет.

Однако Доктор Четных и Нечетных лишь надменно поко​сился на Радикса, хотя было ясно, что он отлично понял, о чем тот перешептывается с мальчиком.

— Отменить! — воскликнул неожиданно командор. — Ка​кой такой сыр? Что это за баловство? Не разрешается! Вос​прещается!

Легкое и странное посвистывание в воздухе привлекло внимание всех присутствующих.

И невозможно описать всеобщее смущение, когда наши друзья заметили, что над зловеще скрестившим руки Уникур​салом Уникурсалычем вьется в полной боевой готовности {239} бесконечно сердитый и неограниченно длинный язычок пре​лестной Розамунды.

— Эге! — промолвил, почесывая затылок, Коникос. — Да тут что-то действительно не того!..

И, грустно ковыляя, он ушел в глубину своих аппартамен​тов. Он недолго повозился там с чем-то, и вдруг громадная тарелка с его сыром покачнулась, внезапно куда-то провали​лась и исчезла. Он позвал себе на помощь Асимптотоса, и вместе они выволокли вперед престранный аппарат, состояв​ший из большой круглой подставки с прямым тонким стерж​нем в середине.

Уникурсал Уникурсалыч осмотрел аппарат очень внима​тельно, обошел со всех сторон, потрогал стержень и, не без огорчения сообразив, что больше ему сердиться не на что, медленно растворился в воздухе, а за ним, посвистывая, исчез и язык Розамунды.
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— Сей аппарат, — грустной скороговоркой, как заученный наизусть урок, забормотал Коникос, — есть наша неутомимая Центрифуга. В высшей степени полезное изобретение сие пред​ставляет собой механический станочек для получения поверх​ностей вращения. Так-с... Начнем с начала, как в таких слу​чаях и полагается. Знаешь ли ты, дружок, как делается конус?

Асимптотос приволок откуда-то огромный прямоугольный треугольник, прикрепил его большой катет к стержню Цен​трифуги и подобострастно сказал станочку:

— Будьте добры, матушка-кормилица, не откажите! Стержень Центрифуги начал вра[image: image48.png]


щаться, и при этом все скорее и скорее. Вместе с ним вращался и прямоугольный тре​угольник, пока наконец быстро мчащаяся по кругу гипотенуза треугольника не обратилась в серенький туман, действитель​но напоминавший конус. Тут Асимптотос подмигнул Центри​фуге, и аппарат немедленно остановился. А конус остался стоять. В этом, по всей видимо​сти, и заключалось волшебство. Тут Асимптотос поднял конус и поставил его на пол. Конус был красивый, отменно тонкий, внутри пустой, и высота его была два метра.
Коникос принес громадный, широченный нож, нерешитель​но посмотрел на собравшихся и сказал, опасливо покосившись в ту сторону, где исчез доктор Уникурсальян: {240}

— Это у нас будет как бы се​кущая плоскость. [image: image49.png]



Тут Коникос стал на табурет​ку и срезал самую верхушку ко​нуса, причем его широкий нож двигался в точности параллельно основанию конуса.

Затем он показал Илюше, что получилось на месте среза, и спросил:

— Круг?

— Круг, — отвечал Илюша.

И тут мальчик вспомнил, что ему как будто не зря толковал громкоговоритель про голланд​ский сыр. Так как доктор Уникурсальян У. У. запретил по​минать о сыре, то он молча поглядел на Асимптотоса, потом на Коникоса, потом на Радикса, потом на то самое место на полу, куда бесследно провалился конический сыр. Тогда Кони​кос знаками пояснил ему, что голландский сыр обычно имеет форму шара и, значит, как его ни режь, в сечении обязатель​но получится круг — фигура, которая у древних мудрецов символизировала нечто совершенное.
— Теперь, — сказал Асимптотос, — следую​щий разрез. Тоже пред​мет, достойный вни​мания!
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И он начал резать конус, который уже опять был целый, по​ставив свой широчен​ный нож параллельно образующей конуса. Затем он поднес Илюше отрезанный кусок. Теперь срез имел форму дуги и показался Илюше знакомым. С большой опаской и поминутно оглядываясь туда, где расплылся и исчез свирепый и неумолимый Доктор Четных и Нечетных, Асимптотос при помощи мимики и жестов дал понять Илюше, что именно об этом-то срезе — то есть об этом-то сечении конуса! — ему и говорила лесная девица Дриада, поминая какую-то «Радость Кита». Когда же Илюша шепотом спросил его, при чем же здесь, собственно, сыр, Асимптотос, весь дрожа от страха, снова знаками пояснил ему, что если бы У. У. Уникурсальян, К. Т. Н., Д. Ч. и Н. У. и проч., не был таким сердитым, то они бы ему показали, что их сыр (тот, который провалился) менял свой дивный вкус в зависимости {241}[image: image51.png]T et
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 от того, как его резали, и что, разрезанный парал​лельно образующей, он и есть «Радость Кита», ко​торая смертельна для вра​гов. Не успел Илюша спросить, при чем тут враги и киты, как Радикс уже состроил кислую мину и сказал:

— Слушай! Ну... не надо. Ну, за​чем так делать? Ведь нехорошо!..

Асимптотос густо покраснел и подал кусок конуса Илюше. Как только Илюша взял в руки этот кусок, откуда-то раз​дался громкий треск и в воздух полетели сотни разноцветных ракет.

— Это в честь нашего сечения! — сказал Асимптотос. — Как ты видишь, ракеты летят в воздух по кривым, которые очень похожи на форму нашего среза. Когда снаряд летит из пушки, то он тоже двигается по этой кривой. Вот почему наш сыр так страшен врагам. Когда бьет фонтан, его струя летит вверх и падает так же, как ракета. Вот почему этот сыр так любят киты — это ведь они выдумали фонтан! Когда твои со​временники строят прожектор, то его отражательное зеркало тоже делается по этой кри​вой.

— Я ее где-то недавно видел!— воскликнул Илюша. [image: image52.png]



— Все может быть, — отвечал  Коникос. — Может быть, ты видел большой бе​тонный железнодорожный мост? Может быть, ты видел кривую квадратов натураль​ного ряда? Может быть, ты видел, как льется вода из бочки?

— Не-ет, — сказал Илю​ша. — Постой-ка!  Радикс! А вот та кривая, которую мы рисовали в Схолии Двена​дцатой? {242}

— Мы их много рисовали...

— Вот та, которая получается из ква​дратного уравнения.

— Ах, эта! — воскликнул Асимптотос. — Она самая! Она называется параболой.

Однако Илюша успел уже сообразить, что сыр (тот самый, запрещенный, который про​валился!), будучи параболически разрезан, приобретал особый, необыкновенный вкус и об этом-то и вспоминал милый Асимптотос.

— Итак,— продолжал Асимптотос,— срез номер третий! Внимание!

Теперь, когда Илюша взглянул на конус, то он увидел, что тот удвоился. Из вершины конуса вырос на той же самой оси еще один конус, стоящий вверх дном. Асимптотос сно​ва начал резать. Теперь широкое лезвие ножа двигалось сверху вниз параллельно вы​соте нижнего конуса, то есть общей оси двух конусов. Как и следовало ожидать, Асимпто​тос отрезал сразу два кусочка от конусов.

— Необычайной формы! — заявил Асим​птотос. — Идет главным образом на подтвер​ждение закона Бойля-Мариотта, потому что объем газа обратно пропорционален давле​нию. В самом простом виде это сечение дает нам кривую обратных величин чисел. Если же эту кривую подвергнуть таинственной обработке 1 при помощи Знаменитого и Все​могущего Змия, то [image: image53.png]


получается нечто со​вершенно неожиданное: продолжительность жизни астронома увеличивается ровно в два раза, так как новая кривая дает ему в руки логарифмы, а они очень сокращают длин​нейшие астрономические вычисления. Кри​вая эта называется гиперболой. И если ты вспомнишь синьориту Одну Энную, то есть возьмешь за ординаты числа, обратные абсциссам, то эту кривую и получишь.

Затем Асимптотос улыбнулся и произнес:

— Срез номер четвертый! Он снова подошел к конусу, который опять принял свой прежний вид, и начал {243} его резать наклонно к основанию, но не настолько, чтобы се​чение прошло через основание конуса.
Кривая квадратов натурального ряда.

[image: image54.png]; ¥= Iq- x ’2
v e = o e e man e P

J

- A

- e 0 #

i




— Кривая этого поразительного сечения, — произнес Асимп​тотос торжественно,— называется эллипсом. Она имеет самое непосредственное отношение ко Вселенной, потому что Земля ходит вокруг Солнца именно по эллиптической орбите! И мы еще поговорим об этом, когда угостим тебя тем прелестным напитком, который бьет у нас из фонтана. Кривая эта долго занимала самые просвещенные умы, ибо длину ее страшно трудно было вычислить. Как вычисляется длина окружности, ты знаешь. Длину дуги параболы вычислить тоже не так уж трудно, если ты, конечно, заручишься помощью Величайшего Змия. Совсем другое дело с этой эллиптической дугой. Еще Бонавентура Кавальери пытался вычислить ее длину, но ошиб​ся и признался, что это ему не удалось. Тут даже сам Много​мощный Змий был некоторое время в недоумении. Ты, на​верно, знаешь, что на свете есть тригонометрические функции?

— Синус, косинус, тангенс... — начал Илюша.

— Вот именно. Скажу тебе под большим секретом, что у нашей приятельницы гиперболы тоже есть свои «синусы» и «косинусы». Они так и называются — гиперболический си​нус, гиперболический косинус. А у эллипса есть свои эллипти​ческие функции. Штука это довольно-таки хитрая...

— Один из основателей нашего дивного домика, — продол​жал Коникос, — великий Аполлоний Пергейский, как и все его современники, называл эти кривые коническими сече​ниями, ибо ты сам видел, что мы их все получили, рассекая конус. {244}

— Эллипс, впрочем, — добавил Асимптотос, — ты можешь получить и из цилиндра, рассекая его наклонно к основанию. Наверное, ты уж это не раз и делал, когда отрезал себе ломтик вкусной колбаски. Надо тебе кстати сказать, что ко времени возрождения наук и искусств в Европе — примерно в шестна​дцатом веке — интерес к этим замечательным кривым возник раньше всего у зодчих, которым приходилось при проектиро​вании и возведении колонн иметь дело с цилиндрическими се​чениями. Но Папп Александрит в свое время излагал учение об этих кривых как об особых геометрических местах.

Тут Асимптотос поднял свой корявый указательный палец, чтобы Илюша оценил по достоинству все значение этого важ​ного открытия. А Илюша мгновенно вспомнил, что ему расска​зывал Радикс в Схолии Двенадцатой насчет геометрических мест.
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— Так вот слушай, что он придумал! Первое коническое сечение — круг — есть известное тебе геометрическое место точек, лежащих на равном расстоянии от одной точки, кото​рая является его центром. Возьмем теперь на плоскости прямую АС и точку F, лежащую вне этой прямой. Опустим из точки С перпендикуляр, возьмем на нем некоторый отре​зок, а конец этого отрезка Е соединим с данной точкой F, и если теперь линии EF и СЕ будут равны, то тогда точка Е ле​жит на параболе. Другими словами, парабола есть гео​метрическое место точек, равноотстоящих от данной прямой АС, которая называется директрисой, и данной точки F, которая называется фокусом. Если ты спросишь, почему точка F носит такое странное на​именование, то я тебе открою, что слово «фокус» по-латыни обозначает «очаг» (а поэт Вергилий употреблял его даже в смысле «костер»), то есть место, где раскладывают огонь и от​куда исходит свет. А при этом знай, что парабола имеет еще одно чудесное свойство. Если ты поместишь в точку F источ​ник света, то каждый луч,  дойдя до параболы и отразившись от нее, бу​дет двигаться в направлении, парал​лельном оси симметрии параболы. Вот почему луч прожектора такой узкий и длинный. Конечно, он в небе, как ты, наверное, замечал, тоже немного расширяется, уходя от прожектора, но это оттого, что источ​ник света — не точка и, кроме того, изготовить математически точное параболическое зеркало слишком трудно. И Аполлоний и великий {245} Архимед горячо любили эту кривую, но только уж время Греции уходило, а с ним уходило и время их люби​мой и поистине прекрасной науки...
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— Но ведь теперь,— осто​рожно возразил Илюша, — даже мы, дети, учим про вашу параболу. Чего же вам огорчаться?

— Теперь да, — отвечал Коникос за своего пригорю​нившегося друга. — Но зна​ешь ли ты, что после того, как рухнула древняя куль​тура, Рим погрузился в такую бездну невежества, что в вось​мом веке вашей эры во всей Западной Европе было, может быть, только несколько человек, которые могли правильно вычислить площадь треугольника или делить дроби?

— Я не слыхал об этом, — ответил Илюша. — Неужели же европейским математикам пришлось все начинать сначала?

— Нет, — ответил Коникос.— Нашлись люди, которые со​хранили и нашу науку и наши книги. Это были ученые арабы. Ведь даже слово «алгебра» — арабское слово и означает не​кий способ решения алгебраических задач.

— Про слово я слыхал, — ответил Илюша. — Но мне хо​телось бы узнать, как математике пришлось бежать из Европы и искать приют у арабов.

— Ах, — сказал грустно Коникос, — это невеселая исто​рия! Великая наука философия и искусство древней Эллады были истинным чудом, и никогда люди не перестанут удив​ляться им и восхищаться ими! Но я, глядя на тебя, мальчик, из глубины тысячелетий, считаю тебя, а не древних греков, настоящим чудом! Ты еще совсем птенец желторотый и все-таки уже прочел несколько книг Евклида, и при этом никто даже не порол тебя, как это полагалось в темное время после падения Рима.

— А зачем же пороть? — удивленно спросил Илюша.

— Не зачем, а отчего! Изучение науки было до того труд​ным, что на него без жесточайшего принуждения были спо​собны только исключительно одаренные люди. Уже гораздо позже восьмого века в обычай вошло давать ученую степень «магистра математики» студенту, который с грехом пополам сумел добраться до теоремы Пифагора. Вот до чего все это было трудно и как упало образование! В самом начале пятна​-{246}дцатого века в университете итальянского города Болоньи (а это в то время был довольно крупный центр по части изу​чения математики) наша наука изучалась как один из разде​лов курса астрологии (как ты, вероятно, знаешь, это была лженаука, посвященная способам гадания по звездам). Вся программа преподавания математики заключала в себе дейст​вия с целыми числами и первые три книги Евклида, то есть начала планиметрии. А теперь студент второго курса знает много больше Архимеда.

— Но ведь так и должно быть,— возразил Илюша,— пото​му что ведь все развивается.

— Не в этом дело. А вот что мне припоминается. Однажды в Александрии, где пышно цвели науки, царь Птолемей, чья держава была громадна и могущественна, беседовал с Евкли​дом. И царь сказал так: «Скажи мне, о мудрец, нет ли иного способа изучить твою дивную науку и проникнуть в ее удиви​тельные тайны, чем при помощи книги твоих труднейших «Начал»?» Ты сам понимаешь, что царям перечить не очень-то удобно. А Птолемей был великий царь и покровитель наук. И все-таки Евклид поглядел на владыку мрачно и ответил: «Есть только один путь в геометрии. И нет там особых путей даже и для великих царей». [image: image57.png]



— Вот это здорово! — вскричал Илюша. — Так ему и надо, хоть он и царь!

Коникос грустно покачал головой.

Луч света отражает​ся от точки Е и ухо​дит по прямой, па​раллельной оси пара​болы (угол падения ( = углу отражения).
Источник света в фокусе.
— Нет, — отвечал он, — разве мудрец думает о том, чтобы сказать острое словцо, чтобы насмешить людей? Мудрец не помнит об этом, нет. Это были гордые слова, а в то же время и не​мощные. Потому что этой фразой Евклид признался, что он не в силах научить сво​ей науке человека со средними способностя​ми. И вот в этом-то и было самое трудное. Пока великое государ​ство цвело, пока у ца​рей было богатство в избытке, они ласкали науку, и она развива​лась. Чтобы ты мог себе представить, каково бы​ло это  развитие,  я ска-{247}жу тебе, что уже во времена           

римлянина Цезаря (первый век до нашей эры) в Александрийской библиотеке насчитывалось семьсот тысяч свитков-книг! А когда наступили трудные вре​мена, когда пришли легионы римлян, математика захирела. У нее было слишком мало друзей. А простой народ думал, что мы колдуны. И не только простой народ, некоторые римские императоры держались того же мнения. Один из них издал страшный закон, где говорилось о том, каким наказаниям должны подвергаться «математики и прочие злоумышленни​ки», которых они считали просто гадателями по звездам.

— Что за чепуха!— сказал Илюша.— Как это так вы​ходит? Значит, если человек знает, что такое медиана, он злодей?

— Если ты не можешь объяснить людям просто, что такое твоя наука и зачем она нужна, то возникают неразрешимые недоразумения. А так как у тебя мало друзей, то некому тебя защищать. И ты становишься жертвой невежества. И ты и твоя наука. Грозный Рим ничего не мог дать нашей великой науке. Даже повторить ее начатки он не мог толком. А когда рухнуло и колоссальное Римское государство, светоч знания еще теплился в Византии. Учебник геометрии шестого века представлял собой маленькие выдержки из «Начал» великого Евклида — то, что вы теперь называете «конспектом». Теоре​мы приводятся без доказательств. Следовательно, ты получа​ешь ряд таинственных правил, выведенных неведомо как. Ты можешь их выучить наизусть. Но как же можно с такими «знаниями» двигаться далее? А долгое время в течение сред​них веков такие книжки считались венцом математической премудрости! Как плохо умели управляться с основными по​нятиями своей науки ученые старого времени, ты можешь судить вот по какому примеру. Итальянский математик пятна​дцатого века Тальенте, желая определить, что такое круг, говорил буквально следующее: «Круг есть нечто круглое». И вот эту почти непонятную фразу повторяют вслед за Таль​енте почти все учебники того времени! Другой итальянский математик того же времени, Лука Пачиоли, рассказывая в своей книге о совершенных числах, уверяет своего читателя, что разница между совершенными и несовершенными числа​ми точно такая же, как между здоровым и больным челове​ком, и что, кроме того, совершенные числа потому кончаются четной цифрой, что все люди хорошего поведения обычно уми​рают хорошей смертью, то есть, подобно совершенным числам, имеют «хороший конец». Ты сам можешь судить, как были полезны для учеников эти пустые бредни и болтовня!

— А как же арабы восприняли вашу науку?

— Когда эти воинственные кочевники завоевали у осла​-{248}бевшей Византии богатые и плодородные долины Египта, Си​рии и Северной Африки, то там образовались могуществен​ные и роскошные государства арабов. И великолепные ка​лифы, так же как и владыки из дома Птолемеев, помогали ученым. Арабы стали собирать, изучать и переводить грече​ские рукописи. Среди их новых подданных, особенно в Сирии, оставались образованные люди, которые им помогали в этом. Наука Индии тоже пришла к ним на помощь. Они изучали труды греческих геометров и философов, устраивали библиоте​ки, обсерватории, мощные и величественные развалины кото​рых еще и теперь вызывают удивление. Арабы вели долгие войны с ослабевшей, но не раз выстаивавшей Византией, и до нашего времени дошли тексты мирных договоров арабских ка​лифов с византийскими базилевсами, по которым побежденные византийцы обязывались передать своим победителям — ара​бам — некоторое количество драгоценных греческих матема​тических манускриптов. Вот как ценили арабы греческую на​уку! В дальних городах, вроде Хивы и Самарканда, выросли новые ученые, которые изучали геометрию Евклида, арифме​тику Диофанта и под влиянием индийских ученых начали строить новую науку — алгебру. В девятом веке арабский ученый Альхваризми уже формулировал элементарные поло​жения этой науки. Его творения затем через сотни лет пере​водили в Европе. Арабское имя этого автора очень странно звучало для полуграмотных переписчиков книг, и они пере​именовали его в Алгорифм. Это слово и по сию пору оста​лось в математике как термин, подобно тому, как именем известного физика Вольты называют физическую единицу, которой измеряется напряжение электрического тока. (Мате​матики называют алгорифмом некоторую твердо определен​ную последовательность действий с буквами или числами, которая должна нас привести в конце концов к цели, постав​ленной нами в данном случае. Мы, например, можем говорить об алгорифме деления многозначных чисел, об алгорифме из​влечения квадратного корня, об алгорифме Евклида для нахождения общего наибольшего делителя — способе последо​вательного деления. В более общем смысле мы называем алгорифмом целую систему правил для вычислений, которая применяется для решения ряда связанных между собой во​просов. Вот в этом смысле мы и говорим об «алгорифме деся​тичных дробей» и понимаем под этим выражением все те правила, которые относятся к действиям над этими дробями.) Только уже после крестовых походов Западная Европа нако​нец ознакомилась вплотную с математикой. А после того как турки взяли Византию и совершенно разрушили это го​сударство, греческие беженцы привезли европейцам древние {249} рукописи, уцелевшие в Византии, где они переписывались, ком​ментировались, даже изучались, но на практике применялись только разве что для нужд лженауки астрологии, то есть га​дания по звездам. Так вообще было и на Востоке. Но после появления в Европе византийских рукописей (а это уже было в пятнадцатом веке) и начинается истинное возрождение мате​матики в Европе, хотя почва для этого уже была подготовлена учеными двенадцатого века, которые узнали наконец греческие сочинения. Но это развернулось во всю силу только тогда, когда после долгих времен мрака и суеверия люди снова на​чали изучать природу опытами и когда ученые показали, что наша наука нужна не для разных детских глупостей, вроде гадания по звездам, а для развития техники. Вот как это было, если сказать вкратце. Надо еще добавить и то, что церковь долгое время боролась с наукой, уверяя, что старые легенды древних евреев, нравоучительные басни необразованных людей были гораздо более совершенной истиной по сравнению с тем, что может открыть наука.

— Как так? — спросил Илюша.

— Сейчас даже трудно понять, как мыслили люди, кото​рые защищали древние сказки против научных истин. В ста​рых сказках, например, говорилось, что Солнце ходит вокруг Земли, и естественно, что необразованный человек так и дол​жен думать. Когда же ученые пытались доказывать, что это не так, то церковь сперва начала их убеждать, что так думать грешно, а потом, когда это не подействовало, она стала их сажать в тюрьмы, мучить и казнить самым жестоким обра​зом. Джордано Бруно умер, сожженный живым на костре в Риме. Вот какие убедительные доказательства приводила церковь, оспаривая положение, что центром Солнечной систе​мы является не Солнце, а Земля! Когда ученые говорили, что Луна не планета, что планет всего не семь, а больше семи или меньше и что Солнце нельзя называть планетой, то им отвечали, что это невозможно по той причине, что семь — свя​щенное число. В доказательство этого удивительного сообра​жения церковники говорили, что ведь и голова человека имеет семь отверстий, но не больше и не меньше. А отсюда для них было очевидно, что и планет может быть как раз не больше и не меньше семи. Коротко и ясно. Один из старинных мате​матиков с большой опаской говорил об умножении дробей, боясь впасть в противоречие с библией, ибо там слово «умно​жить» употребляется только в смысле «увеличить»! Вот в ка​ких условиях должны были люди бороться за науку. Но они не падали духом, боролись и победили. Вот почему ты уже сейчас знаешь больше того, что знали средневековые грамотеи. Не забывай об этом! {250}
— Нет! — отвечал мальчик. — Я узнал здесь много удиви​тельных вещей, но, пожалуй, всего удивительнее — это то, с ка​ким самоотвержением и с какой энергией ученые боролись с невежеством и каким замечательным мужеством они обла​дали. Даже подумать страшно, как же это можно рассуждать о том, что такое бесконечность, когда за число семь тебя могут казнить!

— Ты совершенно прав, — сказал Радикс. — В сущности, с великим Галилеем так и было. Он умер, находясь под до​машним арестом и окруженный шпионами церковников еще и потому, что смеялся над разговорами о священных числах. Самое жуткое во всей этой истории было то, что когда его привели на «суд» этих бесчеловечных невежд, он, опасаясь их раздражить, даже не стал спорить с ними. Именно это-то и возбудило в них самые черные подозрения. Они решили, что этот человек опасный «еретик» и сам прекрасно понимает, как он прегрешил против их «истины», а теперь при помощи при​творного признания своей «вины» просто пытается увернуться от справедливого наказания. Вот какое это было страшное время!

— Да, — произнес задумчиво Илюша, — правда, страшное.

Но мне хотелось бы узнать подробно, как потом работали уче​ные и как возродили они математику.

— Хорошо, — сказал Асимптотос, — мы все это можем рас​сказать, если у тебя хватит терпения слушать, но кое над чем придется и голову поломать, иначе ничего не узнаешь. Раньше всего ты должен запомнить вот что: возрождение математики в Европе было не только воскрешением старой науки — нет, это было возрождение на совершенно новой основе. Наука наша перестала быть забавой великих калифов и достоянием немногих, она стала всеобщим достоянием и начала помогать людям строить здания, корабли, ходить в дальние странствия по морям и океанам, делать могучие машины, слышать голос человека за многие тысячи стадий, носиться по дорогам так быстро, как не может бегать ни одно самое быстроногое жи​вотное, сделать небесную молнию своей рабыней, перевозить из страны в страну тяжести, которые не под силу ни слону, ни киту, летать по воздуху быстрее стрекозы, обращать пу​стыни в цветущие нивы и так далее. Вот почему она стала дорога людям.

— Это я понимаю, — отвечал Илюша. — А в каком веке жили хозяева вашей прекрасной сыроварни?

— Аполлоний родился в царствование Птолемея Эвергета, а отошел в мир теней в царствование Птолемея Филопатора, который царствовал с двести двадцать второго по двести пя​тый год до вашей эры. Он происходил из города Перги. {251} А Папп родился в Александрии около трехсот сорокового года вашей эры, то есть в четвертом веке. Он моложе Аполлония на каких-нибудь полтысячи лет.

Илюшу вдруг кто-то тронул за плечо, и, обернувшись, он, к крайнему своему неудовольствию, снова увидел дорогого Уникурсала Уникурсалыча собственной персоной.

— Не морщитесь, любезное дитя! — важно произнес Док​тор Четных и Нечетных, заметив, что Илюша не очень-то ему обрадовался. — У меня к вам есть важное дело. Я, во-первых, полагаю, что нечего рассказывать маленьким детям эти араб​ские параболические сказки. Надо, во-вторых, работать, а не сказочки слушать. Так вот изволь-ка мне немедля решить нижеследующую в высшей степени полезную задачку. Вни​мание! Однажды шел в направлении с запада на юг скорый поезд. Машинист, обер-кондуктор и проводник очень мягкого вагона — все были молодые люди и отчаянные спортсмены. Зва​ли их Коля, Боря и Сережа, но... кого из них как звали, я и сам до сих пор разобраться не могу. Надеюсь, что ты мне поможешь. Дело в том, что мне известны некоторые подроб​ности насчет этого удивительного скорого поезда, с помощью которых сообразительный молодой человек быстро догадается, как кого зовут. Представь себе, что в мягком вагоне, где про​водником был тот самый юноша, имя которого и представляет для нас, так сказать, камень преткновения, ехали три почтен​ных путейских инженера из управления этой дороги, люди пожилые и относившиеся к спорту с величайшим равноду​шием. А звали их Сергей Николаевич, Николай Леонидович и Борис Павлович. В остальном мне известны следующие очень важные подробности. Николай Леонидович жил в Тамбове, а проводник мягкого вагона жил на полпути из Москвы в Там​бов. Сергей Николаевич получал хорошую зарплату, и вместе с премиями он за этот год выработал две с половиной тысячи рублей девятнадцать копеек. Проводник мягкого вагона зара​батывал в год одну треть того, что зарабатывал один из пасса​жиров, тот именно, по соседству с которым он живет, то есть тот из них, кто ему приходится земляком. А тезка проводника живет в городе Москве, на Лермонтовской площади. Один из этих шестерых людей, тот самый, которого зовут Борисом, обогнал в прошлом году на озере Сенеж брассом обер-кондук​тора, так что тот с горя даже плавать бросил и перешел на шахматы и городки. Ну, я надеюсь, что ты все понял? Так вот ты мне скажи, пожалуйста: как звали машиниста?

— Хорошее озеро Сенеж! — мечтательно произнес Радикс.

— Самая симпатичная станция Московского метро — это «Лермонтовская»! — поддержал его Коникос.
— Да-а! — заметил Асимптотос. — Две с половиной тыся-{252}чи рублей и девятнадцать копеек — это, что ни говори, хорошие деньги! 

— Постой! — сказал вдруг Илюша. — Я понял: машиниста звали Борей.

— Враки! Ничего подобного! Ошибка! Переделать задачу наново! Безобразие! — заорал не своим голосом взбешенный Уникурсал Уникурсалыч.

 — Задача решена правильно, — сказал сердито Радикс.— Зачем ты его путаешь? Как тебе не стыдно!

— Вранье! — еще громче закричал Доктор Нечетных.

Тут поднялся такой страшный крик, что ничего понять было невозможно, и как автор ни старался прислушаться, он не мог разобрать кто тут прав, а кто виноват. Так что уж придется читателю самому разобраться, как звали этого мо​лодчагу машиниста. Я уверен, что он с этим справится. Ясно, ясно, что справится!
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Схолия Четырнадцатая,

посвященная самым возвышенным чудесам и до крайности загадочная, ибо хотя в ней снова толкуется о сырах, но сыры эти до такой степени замысловаты, что тех, кто их придумал, неоднократно и совершенно всерьез обзывали безумцами, а так как это делалось печатно, то отчасти напоминало ругань. Речь идет всего лишь о том, как купить себе полчасика сыру, да кстати еще и о том, как поступил бы король Альфонс Ка​стильский, если бы он присутствовал при сотворении мира. Затем вслед за таинственным появлением дивных древних те​ней мы видим одну забавную веревочку двухтысячелетней дав​ности, одну особу весьма несложного устройства и аппарат, который понимает положительное и отрицательное совершенно по-своему и в особом смысле, хотя речь идет всего лишь о фи​сташковой скорлупе и самых обыкновенных кавалерийских седлах, а также о том, каким именно гигиенически-геометриче​ским телом надлежит пользоваться по утрам благонравным ма​люткам, и о некоем мире, где нет надобности в мерах длины.

Справедливость, однако, заставляет старательного автора этой правдивой книжки сообщить читателю еще следующее: дело в том, что — внимание! внимание! внимание! говорит ВОЛШЕБНЫЙ ДВУРОГ! — необыкновенные, неслы​ханные чудеса этой ослепительной схолии суть чудеса не простые, а особые. А особенность их заключается в том, что их сразу трудно разглядеть, они сперва кажутся совершенно неуловимыми! По этой причине всякий из наших прилежных {254} и усидчивых читателей, кто столкнется с этим странным явлением, должен поступить очень просто: прочесть эту тро​гательную схолию еще раз и еще раз, дабы наконец разобрать​ся, как идут дела в том самом удивительном мире, где никогда ничего подобного не бывает!

Илюшины приятели и наставники так громко спорили друг с другом, с таким жаром доказывали, что врать не должно, но ставить в тупик в высшей степени похвально, что Илюше стало скучно, и он потихоньку выбрался из домика Асимпто​тоса. Пахучий воздух, красивые купы вечнозеленых растений и тишина словно обступили его со всех сторон. Неподалеку снова раздались знакомые звуки флейты, и козлоногий Фавн выскочил из-за кустов. Наконец он опустил свои флейточки и оглянулся на домик Асимптотоса, откуда в то время донесся крик доктора У. У. Уникурсальяна: «А я, напротив того, буду утверждать, что то, что не невозможно, тем самым и является основным и даже единственным прототипом общеобязатель​ного!..» Фавн поманил Илюшу немного подальше и, нагнув​шись к самому его уху, торопливо начал шептать:

— У них еще есть! Что есть — боюсь сказать. Но то же... вроде... Тссс! Молчок! Дело в том, что у них, видишь ли, есть еще... особые сорта голландского. Один называется альмагестическим сыром. Это давнишний сыр, традиционный, легендарный, многозвездный, покровитель мореходов, люби​мый сыр звездочетов, пока, разумеется, они еще не знали того, шотландского сыра. А сверх того еще один сыр, необыкновен​ный, якобы круглый... Называется — казанский.

— Казанский?— переспросил Илюша с удивлением.

— В этом городе сварили такой сыр, что самые серьезные люди называли этого дивного сыровара Коперником геометрии! Это был второй Евклид. И представь себе, что эти сыры изме​ряют не на килограммы, потому что это и устарелый и не​остроумный способ. На километры тоже неудобно — очень длинно! Долго они думали над этим вопросом. Пробовали ме​рить мегомами, атмосферами, люксами, кулонами, лошади​ными силами, грамм-молекулами, большими калориями — и все как-то не получалось. Но когда Коникос умножил одну секунду на шестьдесят в квадрате, то вышло в са​мый раз. 

— Шестьдесят в квадрате секунд? — ска​зал Илюша. — Да это ведь час? Как же это так? Приходишь в магазин и говоришь: «Будьте так добры, дайте-ка мне полчасика сырку!»

[image: image58.png], ﬂ,,./ LERERRY
7R

> 3



— Ну почему час?— возразил козлоногий его собеседник.— Не час, а градус! Даже и градус-то не особенно удобная мера для сыров. Они меряют сыр, умножая градус еще на девя​носто, то есть, попросту сказать, меряют его прямыми углами. Когда ты попросишь: «Отпустите мне альмагестического сыру три прямых», тут уже все ясно и никаких недоразумений быть не может.

Илюша никак не мог сообразить, как это можно измерять сыр прямыми углами, однако он заинтересовался этим, потому что только что убедился, что все, что в прошлой схолии ему рассказывали о различных сырах Фавн, Дриада и громко​говоритель, хотя на первый взгляд это и была чушь непро​лазная, в дальнейшем получило вполне понятное объяснение. Поэтому он и сейчас подумал, что, наверно, Фавн, рассказы​вая ему об альмагестическом и казанском сырах и отвеши​вании оных при помощи прямых углов, имеет в виду что-то необыкновенно интересное. В это время занавесь домика Асимптотоса широко распахнулась, оттуда выскочил покрас​невший, как свекла, Коникос и крикнул:

— Молодой человек! Куда ты девался?

Илюша, недовольный тем, что его оторвали от такого интересного разговора, вышел потихоньку из-за кустов. А из до​мика показался очень взволнованный Асимптотос.

— Справедливые боги!— воскликнул он, воздевая руки ввысь. — Вот благодарность за мои красноречивые рассказы! Убежать от меня в лес и там начать болтовню с какой-то бес​словесной скотиной! Клянусь плавающим параболоидом Архи​меда, ведь ты же неведомо чего от него можешь набраться! Идем скорей!

— Я не знал, — сказал смущенный Илюша. — Но у вас там такой крик стоял...

— Не крик, а чисто принципиальное недоумение! — строго ответил ему Магистр Деревьев, высунувшись из-за занавеси.

Илюша не осмелился вступать с ними в пререкания и сно​ва вошел в домик.

Стоявший в уголке Радикс досадливо погрозил ему паль​цем. Илюша поспешно подошел к нему.

— Послушай, Радикс, — сказал он еле слышным шепо​том, — я просто вышел на минутку. А этот Фавн, тот самый — помнишь?..

Но не успел Илюша докончить этой фразы, как около него словно из-под земли вырос всепроницающий Командор О. С. М.

— Это что такое? — строго вопросил он. — Кто это тебе позволил, гадкий мальчик? А не хочешь ли, я прикоснусь к тебе при помощи касательной так, что ты у меня улетишь на такую бесконечно удаленную точку, что тебе оттуда архи-{256}медово число с квадриллионами нулей с единичку пока​жется?

И не успел еще Илюша рта раскрыть, как Доктор Четных и Нечетных воскликнул гневно, мрачно и торжественно:

— Молчание!

И вдруг лопнул, рассыпавшись разноцветными искрами. Радикс, Асимптотос и Коникос стояли озадаченные, оторо​певшие.

— Н-н-ну-с... — произнес слегка вздрагивающим голосом Коникос, — кажется, обошлось... Но, пожалуйста, не шали больше! Приступим к дальнейшему.

И в тот же миг перед нашими друзьями вырос громадный шар, метров трех в диаметре. Коникос снова взял в руки свой широченный нож, подошел к громадному шару и начал:

— Если взять поверхность обыкновенного шара, то есть сферу, то из нее возможно получить некоторый своеобразный треугольник.

Тут Коникос разрезал сферу своим широченным ножом ровно пополам, по экватору, и толкнул нижнюю половинку; она сдвинулась, откатилась и исчезла, а верхняя половина медленно опустилась на пол. Коникос снова разрезал ее попо​лам. А затем получившуюся четвертинку сферы он рассек еще раз надвое.

— Ну, вот-с!— сказал он, поглядывая на эту восьмую часть сферы. — Я утверждаю, что я получил треугольник. И я по​прошу тебя, Илюша, выяснить, чему равняется сумма его углов.

— Мне кажется,— отвечал Илюша,— что вот этот угол, который поближе, очень похож на прямой... Но только я не уверен, что его можно называть прямым, просто потому, что не знаю, как измеряется угол между двумя кривыми.

— Измеряется он довольно просто, — отвечал Коникос. — Мы в таком случае меряем угол не между самыми кривыми, а между двумя их касательными, касающимися наших кривых как раз в той точке, которая есть вершина нашего угла. Ясно?

— Да, как будто ясно, — отве​чал мальчик.
Илюша внимательно осмотрел получившийся у Коникоса кусок сферы, но сперва не [image: image59.png]


обнаружил во всем этом ничего интересного. Раз​резали шар на восемь частей — что же тут особенного? Иной раз так и арбузы режут...

— Я думаю, — заявил Илюша приглядевшись, — что этот кусок сферы образует с плоскостью, на {257} которой он лежит, только пря​мые углы. Угол А прямой (смо​три на картинку!), угол В пря​мой, и угол С тоже прямой! Сле​довательно, поверхность шара— сфера, — разрезанная таким об​разом, дает треугольник, сумма углов которого равняется трем прямым углам. Но как же это может быть? Ведь в настоящем треугольнике сумма углов рав​на двум прямым углам!.. Впро​чем, это треугольник кривой, а если его растянуть на плос​кости...
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— А ну попробуй растяни! — сказал Асимптотос, припод​няв свой треугольник и подавая его Илюше. — Только не рвать!

Илюша начал растягивать, но оказалось, что этот странный треугольник не хочет растягиваться. Когда Илюша нажал на него покрепче, он выгнулся в другую сторону, как зонтик под сильным ветром, но растягиваться не соглашался.

— Вот как, Илюша! — сказал Радикс.— Учил ты, учил планиметрию, а как до трех прямых дошло, так и запутался! Ты прими во внимание: все, что ты учил о треугольниках, правильно, пока они на плоскости. И там все евклидовы тео​ремы правильны. Так и говорится: «евклидова геометрия». А на шаре мы получаем не-евклидову геометрию. Если взять огромный шар и рассматривать маленькие треугольники, то чем шар больше, тем ближе их геометрия приближалась бы к евклидовой. Если бы радиус шара был безгранично велик, тогда бы и на его поверхности Евклид оказался прав. А на дан​ной сфере в таком треугольнике сумма углов зависит от его площади, тогда как на плоскости это величина постоянная и равна 2d. А это сферический треугольник, но не плоский.

— И существует, — добавил Коникос, — особая сфериче​ская тригонометрия, которая весьма необходима мореплава​телям и астрономам. Она даже появилась на свет ранее обыч​ной в одном астрономическом сочинении Клавдия Птоле​мея, так называемом «Альмагесте», написанном около сто тридцатого года вашей эры в Александрии.

«Так, так, так! — подумал Илюша. — Вот почему Фавн го​ворил об альмагестическом сыре и прямых углах!»

— До Коперника, — продолжал Коникос, — это было самое серьезное и самое авторитетное сочинение по астрономии. Европейцы узнали его в арабском переводе, и под этим араб​-{258}ским названием «Альмагест» оно и стало известно. Именно там и изложена геоцентрическая теория Птолемея. Настоящее заглавие этого сочинения — «Великое построение математи​ческое». Оно несомненно заслуживает такого названия, ибо долгое время служило на пользу людям.

— Но ведь это же было неверно, — сказал Илюша, — раз он считал, что в центре нашей системы находится Земля, а не Солнце? Мне вспоминается, что у Ломоносова есть даже сти​хи по этому поводу...

— Какие такие стихи? — спросил Радикс.

— Постой-ка, сейчас вспомню, — отвечал мальчик. — Ага... вот как:

Случились вместе два астронома в пиру

И спорили весьма между собой в жару.

Один твердил: Земля, вертясь, круг Солнца ходит;

Другой — что Солнце все с собой планеты водит.

Один Коперник был, другой слыл Птолемей.

Тут повар спор решил усмешкою своей.

Хозяин спрашивал: «Ты звезд теченье знаешь?

Скажи, как ты о сем сомненье рассуждаешь?»
Он дал такой ответ: «Что в том Коперник прав,

Я правду докажу, на Солнце не бывав.

Кто видел простака из поваров такого,

Который бы вертел очаг кругом жаркого!»

— Возможно, это и так, — отвечал Асимптотос, — в том смысле, что с физической точки зрения естественней считать центром системы Солнце, а все-таки службу «Альмагест» со​служил немалую. И без него было бы не так-то просто построить современную систему. Но система «Альмагеста» уже тем нехороша, что она чересчур сложна. Планета двигалась у Птолемея вокруг Земли не просто по кругу, а по некоторо​му небольшому кругу, а центр этого круга, в свою очередь, катился по другому, большому кругу, в центре которого на​ходилась Земля. Круги вертелись в разные стороны, да еще с переменной скоростью. Если составить карту звездного неба и нарисовать на ней путь движения какой-нибудь планеты на фоне неподвижных звезд («планета» ведь и значит «блуж​дающая звезда»), то окажется, что он представляет собой кривую, которая образует петли. Планета двигается в опреде​ленном направлении, затем начинает опускаться, потом как бы идет назад, в «обратном направлении», снова поворачивает и, описав таким образом петлю, вновь начинает двигаться в том же примерно направлении, с которого мы начали.

— Можно сказать еще, — добавил Коникос, — что грече​ским ученым казалось, что все планетные движения можно {259} объяснить равномерными движениями по кругам. Но это не удавалось. Поэтому и была создана система Птолемея, то есть сложная система кругов (так называемых эпициклов и дефе​рентов), которая имела в виду воссоздать теоретически эти петли планетных движений, что ей и удалось. Это придумал Аполлоний Пергейский, наш великий покровитель. Однако даже и эта сложная система не всегда давала правильные решения при отыскании места планеты на небе в тот или иной момент, и приходилось иногда вводить еще и третий круг. Рассказывают, что король Кастилии Альфонс Мудрый (XIII век нашей эры), твердо веривший, что еврейский бог некогда из ничего «сотворил» мир в шесть дней, ознакомив​шись с системой Птолемея, воскликнул: «Если бы я присут​ствовал при сотворении мира, я бы посоветовал господу богу устроить его как-нибудь попроще!» Александрийские астро​номы, впрочем, не задавались целью определить, как дви​гаются планеты в трехмерном пространстве. Эта мысль при​шла людям в голову много позже. Александрийцы были до​вольны и тем, что с календарем у них на небесном своде выходит все правильно. Коперник, однако, подошел ко всей задаче с точки зрения пространственной. И тогда ему не так уж было трудно объяснить, что на самом деле планета ника​ких Птолемеевых петель не описывает, а мы их видим потому, что смотрим на планету из различных точек в мировом про​странстве. Если же смотреть на планету не с Земли, а с Солн​ца, то никаких петель мы не заметим.

— Понял? — спросил Радикс.

— Не-не... очень... — признался Илюша.
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— А мы сейчас тебе расскажем. Ты смотришь с Земли на Солнце и на планету. Солнце за год обойдет окружность во​круг тебя, — тут все просто. Но ведь планета ходит не вокруг тебя, а вокруг Солнца. Следовательно, когда ты смотришь с Зем​ли, ты видишь, как планета, двигаясь вокруг Солнца, вместе с ним двигается вокруг тебя. И выходит, что она совершает вокруг тебя нечто вроде винтовой линии. Ты смотришь на нее сбоку — вот и получаются петли. Ну как? Дошло?

— Как будто дошло, — отвечал Илюша. — Но ведь мы счи​таем, что не Солнце ходит вокруг Земли, а Земля вокруг Солнца...

— Чтобы понять, что ты будешь «видеть», нет нужды ста​новиться на эту «точку зрения».

— Ведь дело-то не так уж хитро, — добавил Коникос, — если исходить из движения [image: image61.png]


Земли по орбите. И все это легко выяснить на опыте. {261}

Он махнул рукой, и в домике стало темно. Перед стеной повис в воздухе небольшой еле светящийся шарик, а в руке у Коникоса оказался другой, испускавший довольно яркий свет, так что слабо светящийся шарик отбрасывал тень на стену.

— Допусти, — сказал Коникос, — что я наблюдаю с Земли за этим светящимся шариком, который есть не что иное, как планета. А стена у нас будет тем самым фоном неподвижных звезд, который виден с Земли и по которому мы и судим о движении планеты.

Коникос поднял свой ярко светящийся шарик и пошел справа от Илюши, затем назад к нему, а потом снова от него и снова к нему, изображая движение Земли по орбите. Тень слабо светящегося шарика, висевшего в воздухе, ровно ходи​ла по стене туда и сюда как раз в противоположную сторону тому, куда двигался Коникос.

— Я, — сказал Коникос, — двигаюсь в пространстве, а пла​нета моя не двигается. Ты видишь, что делается с тенью ее?

— Вижу, — отвечал Илюша.

— Теперь пусть наш слабо светящийся шарик идет впе​ред, параллельно стене.

Слабо светящийся шарик двинулся медленно вперед, а Ко​никос по-прежнему продолжал ходить из стороны в сторону. Теперь тень светящейся точки сперва пошла назад, потом повернула и бросилась вперед, но спустя некоторое время сно​ва повернула назад, а потом опять бросилась вперед.

— Ну, теперь я понял, — сказал Илюша.

— Надо еще не забывать о том, — добавил Радикс, — что наука о звездном небе с самых древних времен была необхо​дима человеку в его путешествиях. Мореход в открытом море определяет свое положение по звездам. Так же поступает и кочевник в пустыне, где тоже нет ориентиров. Знания о звез​дах накапливаются и постепенно превращаются в науку. Наш русский путешественник-естествоиспытатель В. К. Арсеньев рассказывает 1, как зимой в тундре, среди необозримых снегов он кочевал с одним племенем тунгусов. Однажды ему ска​зали, что дня через два они сойдутся с другим кочующим на​родом. Наконец кочевники выбрали себе какое-то место, кото​рое, по мнению Арсеньева, ничем не отличалось от других. К вечеру старики стали наблюдать небо, но жаловались, что густая облачность не дает рассмотреть то, что им надо, и из-за этого они не совсем уверены, так ли выбрали место стоян​ки, ибо их родичи придут на определенное место. Прошло {262} два дня, и утром, проснувшись, Арсеньев с изумлением обна​ружил, что другие кочевники пришли на то же место. А в дальнейшем ему неохотно и не очень толково объяснили, что старики определили место по звездам, причем очевидно, что старики в обеих группах кочевников руководствовались одними и теми же признаками. Значит, астрономии человека учила сама жизненная необходимость!
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1 Наш дорогой читатель хорошо сделает, если постарается раздо�быть книжку Н. Я. Виленкина «Рассказы о множествах», М., «Наука», 1965. Книжечка небольшая (128 стр.), не очень легкая, но одо�леть ее вполне возможно. Там рассмотрены те же примеры, что и здесь приводятся, но есть и еще более интересные и сложные.


1 Об этом мы еще потолкуем в Схолии Семна�дцатой.


1 В. К. Арсеньев. Встреча в тайге. Сборник рассказов. М., Дет�гиз, 1963. Рассказ «В тундре».





[image: image62.png]


[image: image63.png]


[image: image64.png]och napasbabe

JOC& CuMMenpHU

< [ gondwxednli Am



[image: image65.png]]
1
1
'
'
'
1
1

. ————————— A
o ¢ &

wonduXodnl



[image: image66.png]


_1110930384.unknown

_1111044235.unknown

_1111044658.unknown

_1111044233.unknown

_1110923232.unknown

