Часть 4-я.

— Ну теперь, — сказал Асимптотос, — вернемся еще к на​шему сферическому треугольнику. Лучше сказать — к геоме​трии на сфере. Выясним, какие линии играют на сферической поверхности роль прямых. Архимед в сочинении «О шаре и цилиндре» вводит допущение, что прямая есть кратчайшее расстояние между двумя точками, откуда мы приходим к за​ключению, что «прямой» на сфере будет дуга большого круга, то есть такого круга, который получится при сечении сферы плоскостью, проходящей через центр сферы. Если это так, то очевидно, что на сфере не может быть параллельных «пря​мых», ибо две «прямые» обязательно пересекаются в двух точках (как меридианы на полюсах). Площадь треугольника на сфере тем больше, чем более превышает сумма его углов плоскостную меру, то есть два прямых угла. Что касается до «прямых» на сфере, то это очень просто можно проверить на глобусе при помощи резиновой нитки. Попробуй-ка на глобусе поехать по тридцать девятой параллели из Лисабона в Нью-Йорк или из Иокогамы в Сан-Франциско.

— Обязательно попробую! — сказал Илюша.

— И хорошо сделаешь, — отвечал Радикс. — Знай, что это обстоятельство крайне затрудняет черчение географических карт на плоскости и что над разрешением вопроса о том, как начертить карту, чтобы искажение масштабов было наи​меньшим, работал крупнейший русский математик Пафну​тий Львович Чебышев, живший в девятнадцатом веке, а также и ученики его. Я тебя вот еще о чем спрошу: если мы начертим какую-нибудь геометрическую фигуру на пло​ском листе бумаги, а потом изогнем этот кусок бумаги как-ни​будь, то что сделается с теми линиями, которые у нас на плоскости были прямыми?

— Они уже не будут прямыми, — отвечал Илюша.

— Правильно, — согласился Коникос. — Но кратчайшими расстояниями среди линий, соединяющих две точки на поверх​ности и целиком лежащих на поверхности, они останутся. Та​кие линии называются геодезическими. Геодезическими на сфере, очевидно, являются большие круги.

— Самое интересное, — добавил Радикс, — это то, что на сфере совсем не может быть параллельных линий.

— Н-да, разумеется... — задумчиво и неопределенно про-{263}тянул Асимптотос. — Однако ведь у нас есть еще один необы​чайнейший треугольник. Сумма его углов не больше 2d и не равна 2d, а меньше двух прямых углов.

— Это уж что-то совсем непонятное! — сокрушенно заявил Илюша.

— Разумеется, — промолвил Радикс,— геометрия, в кото​рой можно построить такой треугольник, есть тоже не-евкли​дова геометрия. Ее открыл и разработал великий русский гео​метр Николай Иванович Лобачевский, профессор Казанского университета. Он жил с тысяча семьсот девяносто третьего года по тысяча восемьсот пятьдесят шестой год. Его труды, опубликованные в тридцатых годах девятнадцатого сто​летия, были настолько поразительны и вели к таким необыч​ным и неожиданным последствиям, что лишь немногие его со​временники могли понять и оценить эти труды.

— Надо тебе сказать, — продолжал вслед за другом Кони​кос,— что теорему Евклида, которая гласит, что сумма углов плоского треугольника равна двум прямым, можно вывести на основании одного из двух положений: 1) из одной точки мож​но провести только одну параллельную линию к данной линии или 2) всегда можно построить фигуру, подобную данной, но больше ее. Таким образом, все эти положения тесно связаны друг с другом, так что если справедливо одно из них, то оправ​дываются и два других.

— Как это? — спросил Илюша.

— Слушай дальше: положение, или постулат, о параллель​ных принимается у Евклида за аксиому, однако, так как оно не кажется столь же очевидным и столь же простым, как дру​гие аксиомы Евклида, то на протяжении долгих веков не пре​кращались попытки доказать этот постулат так, как доказы​вают теорему. Между прочим, одна из этих попыток — раз​умеется, не более удачная, чем все остальные — принадлежит автору «Альмагеста», Птолемею, который был незаурядным математиком. Однако теперь мы знаем, что большинство этих попыток свелось к тому, что допущение Евклида о параллель​ных бессознательно заменялось либо допущением о возмож​ности построить подобную фигуру, либо допущением о том, что сумма углов треугольника есть величина постоянная и равна двум прямым. Существует, правда, кроме этих, еще не​сколько равнозначных положений, но их уж я касаться не буду. Наконец, все эти работы повели к тому, что геометры заметили (после работ Лобачевского) связь этих положений друг с другом и убедились, что «доказать» этот постулат Ев​клида невозможно. Однако этот постулат — или одно из пере​численных мной допущений — является необходимым, без него нельзя построить евклидову геометрию. До Лобачевского очень {264} многие полагали, что никакой другой геометрии, кроме евклидовой, не только нет, но и не может существовать. Мнение это было общепринятым. Иные утверждали, что евклидова гео​метрия есть наша «естественная» геометрия, которую человек всасывает чуть ли не с молоком матери. Но крупнейший не​мецкий, математик Карл Гаусс на это возразил: «Мы не имеем права путать то, что нам кажется странным, с тем, что и на самом деле невозможно». Лобачевского на его труды натолк​нули такие соображения: чтобы убедиться в том, что нет воз​можности доказать постулат Евклида о параллельных, следует попробовать построить геометрию, где бы этот важный посту​лат был вообще отброшен. Ход размышлений Лобачевского ты легко можешь усвоить, вспомнив, как доказываются гео​метрические теоремы «от противного». Мы, вместо того чтобы искать прямое доказательство, делаем противное допущение, и тогда, если в конце наших рассуждений мы сталкиваемся с противоречием, это опровергает наше противное допущение, тем самым подтверждая и доказывая то прямое положение, доказать которое нам и было нужно. Если постулат о парал​лельных необходим, то (так рассуждал наш великий геометр) мы, отбросив его, не сможем получить строгой системы гео​метрии и неминуемо придем к логическим противоречиям. И таким образом мы проверим и необходимость и справедли​вость пятого (таков его порядковый номер в «Началах» Евкли​да) постулата. И вот Лобачевский строит новую геометрию, «воображаемую» геометрию, как он сам ее называл, где вместо постулата Евклида вводится иной, утверждающий, что из одной точки можно провести не одну, а две параллельные линии к данной. Наконец он получает результаты своего изумитель​ного прилежания и труда, и решение этой задачи пятого постулата. Но решение это оказалось таким, которого не ожи​дал и к которому не был готов почти никто из современных математиков, не говоря уже о философах, а еще менее о лю​дях, не имевших специальных математических или философ​ских знаний. Первое, к чему пришел Лобачевский, было утверждение, что пятый постулат никоим образом из всех иных положений геометрии выведен быть не может, а следовательно, его невозможно доказать как теорему, опи​раясь на иные, ранее доказанные положения или допущения. Однако гораздо более важным оказалось то, что Лобачевский, развив свою новую геометрию до тех же пределов, до которых развил свою геометрию Евклид, нигде ни с какими противоре​чиями не встретился. Дальнейшие работы очень крупных ма​тематиков в конце прошлого века раскрыли этот вопрос до конца и полностью подтвердили выводы Лобачевского. А важ​нейший вывод «воображаемой» геометрии гласит следующее: {265} потому-то и невозможно доказать пятый постулат Евклида, что наряду с евклидовой геометрией может существовать иная, где этот постулат не имеет силы!

— Ну, а как же люди примирились с этой странной гео​метрией, которая сначала всем не нравилась?

— Сперва,— отвечал Радикс,— работы Лобачевского не только не нашли признания, но даже были встречены на​смешками. Гаусс писал об одном из таких отзывов своему другу Герлингу (в 1844 году), что он видел «весьма отрицательный» отзыв о работе Лобачевского, но по словам Гаусса, для каж​дого сколько-нибудь осведомленного читателя ясно, что писал это «совершенно невежественный человек». Гаусс сам работал над этой темой, но не решился опубликовать свои результаты именно из-за страха перед неосведомленной критикой... Одна​ко нашлись математики, которые дали себе труд подумать и разобраться в «воображаемой» геометрии. Одним из таких людей был итальянский математик Бельтрами, который в конце шестидесятых годов прошлого века выпустил в свет сочинение, где дал такое наглядное истолкование не-евклидо​вой геометрии Лобачевского, что всем стало ясно, что эти по​строения действительно представляют собой геометрическую систему, в известном смысле равноправную с обычной, а не только «воображаемую» геометрию. Бельтрами показал, что в обычном трехмерном евклидовом пространстве можно по​строить такое тело, на частях поверхности которого будет осу​ществляться планиметрия Лобачевского, откуда ясно, что гео​метрия его не может заключать в себе внутренних противо​речий.

— Как же так? — с удивлением спросил Илюша. — Или это вроде этих сферических треугольников, не похожих на наши обыкновенные, плоскостные?

— Да, это в некотором смысле то же самое. На сфере тоже осуществляется не-евклидоаа геометрия, но это будет геомет​рия Римана, для которой, в отличие от геометрии Лобачевско​го, сумма углов-треугольника больше двух прямых, а кроме того, там прямая линия безгранична, но не бесконечна...

— Что это значит? — спросил Илюша.

— Припомни, что такое экватор на глобусе. Ведь он гра​ницы не имеет, но он и не бесконечен. Не правда ли?

— Ах да, совершенно верно! — спохватился Илюша.

— Итак, — продолжал Радикс, — Бельтрами нашел такую поверхность, на которой «воображаемая» геометрия Лобачев​ского, по крайней мере в части планиметрической, осуществля​лась, хотя и не совсем полностью. Эта поверхность напоминает стеклянную воронку и называется псевдосферой, или, если сказать более по-русски, это будет якобы сфера. Ее можно лег​-{266}ко построить, и мы ее сейчас тебе покажем при помощи нашей Центрифуги. Таким образом Бельтрами, а за ним и многие другие ученые доказали, что «воображаемая» геометрия зани​мается вещами вполне реальными. Изучение и развитие не​евклидовых геометрий оказало нашей науке громадные услуги, о которых ты, если будешь учиться дальше, узнаешь очень много. А если коснуться просто повседневной жизни, то и тут стоит сказать: то, что люди называли «естественной» геомет​рией, — это просто геометрия на плоскости. А когда землемер меряет поверхность горы или оврага, когда портниха шьет платье, то им нередко приходится иметь дело с «неестествен​ными» геометриями, ибо оба они встречаются с седлообразны​ми поверхностями, напоминающими ту же псевдосферу. Неда​ром замечательный русский математик Пафнутий Львович Чебышев занимался портняжьей проблемой кройки платьев и сделал в тысяча восемьсот семьдесят восьмом году доклад на эту тему в одном французском ученом обществе и даже пред​ставил при этом собравшимся его слушать ученым мяч, обтя​нутый двумя кусками материи в некотором, совершенно точ​ном, смысле слова «наилучшим» образом.
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— Вот странно! — вос​кликнул Илья, — вот уж я никогда бы не подумал, что землемер или портниха за​нимаются не-евклидовой гео​метрией! Впрочем... я и о фонтанах китов тоже не до​гадался бы.
Египетский первый шнур для по​строения прямого угла. В точках В и С вбиваются колышки. Получает​ся прямой угол в точке С при од​новременном натяжении ВА и СА.
— Вот то-то и оно! — сердито возразил Радикс. — Имей в виду, кстати, что сам Бельтрами был геоде​зист, то есть именно земле​мер. Есть основания думать даже, что и великий Гаусс, который много занимался за​дачами практического земле​мерия, натолкнулся на не​евклидову геометрию Лоба​чевского, именно размышляя о своеобразии геодезических задач. Кстати тебе сказать, все споры о «воображаемой» геометрии только тогда и закончились, когда была опу​бликована наконец перепис-{267}ка Гаусса, где он откровенно говорит своим друзьям о своих открытиях в области геометрии Лобачевского. Это случилось уже в шестидесятых годах прошлого века, а работы Лобачев​ского начались с двадцатых годов.

Илюша посмотрел на Радикса и подумал: «Псевдосфера! Вот почему Фавн говорил о псевдокруглом сыре. Понятно».

— Ну, а теперь, — сказал, усмехаясь, Асимптотос, — надо нам вспомнить еще Илюшиного друга — Пифагора.

 — Кстати, — подхватил Коникос, — слышал ли ты легенду о «египетском мерном шнуре» с двенадцатью узлами? Греки даже называли египетских землемеров «арпедонапты», то есть «вервиетягатели».

— Нет; — отвечал мальчик.

— Двенадцать,— продолжал Асимптотос,— легко разбить на три слагаемых: три, четыре и пять...

—  Пифагоровы числа! — воскликнул Илюша.
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— Они самые! Вот поэтому-то при помощи шнура с две​надцатью узлами очень легко построить прямой угол, который нужен и землемеру и строителю. Египтяне знали это правило чуть не за три тысячи лет до вашей эры. У нас здесь есть тоже треугольник — не​кий волшебно-матема​тический аппарат, кото​рый показывает, куда мы попали — в знако​мую страну или в не​знакомую, где евклидо​вы и пифагоровы пра​вила не годятся.
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— Я как будто до​гадываюсь. Этот аппа​рат проверяет, плоская эта поверхность или нет?

— Он не только это проверяет, он еще ука​зывает, далеко ли от​клоняется от плоскости данная поверхность и как именно она это де​лает. А стоит тебе это узнать, и ты сейчас же сообразишь, какая там геометрия годится. Вот и все.
Эллипсоид вращения,

Илюша осмотрел ап-{268}парат, который представ​лял собой прямоугольный треугольник, сделанный из оло​вянного листа,  а сбоку  был циферблат со стрелкой. В се​редине стояла
большая бук​ва «Е», и на нее указывала стрелка. С одной стороны было написано «Положитель​ная кривизна», а с другой — «Отрицательная кривизна». Когда Илюша приложил ап​паратик к сфере, тот немед​ленно ответил: «Положитель​ная кривизна». Когда же он приложил аппаратик к сте​не, то стрелка осталась сто​ять против буквы «Е», а бук​ва «Е», конечно, напомнила об Евклиде.
— А это что значит? — спросил Илюша. — Ты, Ра​дикс, ведь говорил, что если взять[image: image10.wmf],
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 очень большой шар, то там геометрия будет почти такая же, как евклидова. Значит, чем меньше я буду брать шар, тем будет «более кривая» поверхность с точки зрения этого аппаратика?

— Правильно!— отвечал Радикс. — Если, например, ты на поверхности земного шара будешь брать треуголь​ник со сторонами менее ста километров, ты можешь смело счи​тать его совершенно плоским.

— Ну, а что может значить «отрицательная» кривизна?

Асимптотос с сомнением покачал головой и принес две кривые: одна была эллипсом, другая гиперболой.

— Наша Центрифуга есть поистине дивный аппарат для получения поверхностей вращения.

Затем он взял эллипс и прикрепил его вдоль и посредине (то есть по его большой оси — смотри на картинке!) к стерж​ню, пустил в ход Центрифугу, а потом снял получившееся тело со стержня.

— Это эллипсоид вращения, — объяснил он. {269}
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Тут он взял две ветви гиперболы и повесил их симметрично в коздухе на равных расстояниях от стержня.

Центры кругов кривизны находятся по одну сторону поверхности — положительная кривизна.

— Простите, пожалуй​ста! — взмолился  Илю​ша, — Вот когда вы сни​маете с Центрифуги конус или эллипсоид, которые, собственно, состоят из ни​чего, и ставите на пол, ведь это волшебство?

— Мы все друзья и слу​ги ВОЛШЕБНОГО ДВУ​РОГА! [image: image12.wmf].
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— отвечал Асимп​тотос, торжественно под​няв ввысь палец.

— А когда вы вешаете эти кривые в воздухе, это тоже волшебство?

— Не совсем! Я при​крепляю   гиперболу   к стержню при помощи ее мнимой оси. Ну, а так как она мнимая, то ее, ра​зумеется, довольно плохо видно. Вот и все! Если мы рассекаем два конуса с об​щей вершиной, мы полу​чаем две ветви гиперболы. Они симметричны в двух направлениях. Во-первых, они симметричны относи​тельно действительной, или вещественной, оси гиперболы, параллельной оси нашего конуса. А во-вторых, они симметричны относительно воображае​мой линии, перпендику​лярной к оси конуса. Эта линия называется мнимой осью гиперболы. Вот я ее и надел на стержень

Центры кругов кривизны находят​ся с разных сторон поверхности — отрицательная кривизна.
 Затем Асимптотос пу-{270}стил в ход быстролетную Центрифугу. Вскоре из двух ветвей гиперболы образовалась поверхность вращения, средняя часть которой представляла со​бой кольцо с загибающи​мися краями.

[image: image13.wmf]).
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— Это однополостный гиперболоид   вращения. Если бы мы вращали ги​перболу по вещественной оси, мы получили бы двуполостный гиперболоид, то есть две отдельные чаши. Ну, те​перь все.

Он поставил гиперболоид на пол рядом с эллипсоидом.

Трехосный эллипсоид.

— Начнем с эллипсоида. Замечаешь ли ты, что в длину он согнут не так, как в ширину? Ясно, что и в ширину он в сече​нии даст круг, но дело в том, что в длину, то есть по своей большой оси, если мы будем рассматривать точку над са​мой ее серединой, он гнется не так сильно, как гнется в том же месте по направлению малой оси.

— Конечно! — отвечал Илюша.

— Следовательно, в одном направлении у него одна кри​визна, в другом — другая. Теперь я разрежу эллипсоид попо​лам и возьму два круга — один побольше, другой поменьше.

Асимптотос разрезал эллипсоид вдоль. Оказалось, что он внутри совершенно пустой. Получилось такое эллиптическое корытце, вроде половинки скорлупы фисташкового ореха, если бы, конечно, орех был в точности симметричен.

— Смотри!— сказал Коникос. — Маленький круг я могу в него вставить и по направлению малой оси и по направлению большой. Маленький круг совпадает с сечением эллипсоида по малой оси и измеряет его кривизну в этом направлении. А большой круг по малой оси в это эллиптическое корытце не влезает, но зато он очень хорошо входит в корытце по боль​шой оси. Конечно, круг не совпадает с сечением по большой оси, ибо это сечение есть эллипс, а не круг, но он соприка​сается с этим сечением как только возможно тесно. Этот круг измеряет кривизну эллипсоида по большой оси, однако только в данной точке. Ясно, что круги становятся друг к другу пер​пендикулярно, потому что ведь и сами оси перпендикулярны. Самое важное в этом случае то, что центры обоих кругов на​ходятся с одной и той же вогнутой стороны эллипсоида. По​нял? Вот когда центры кругов, измеряющих кривизну, оказы​ваются с одной стороны поверхности, то такая кривизна {271} называется положительной. Откуда идут эти названия, сразу не расскажешь, и на этих тонкостях я останавливаться не буду. А теперь перейдем к гиперболоиду.

Асимптотос разрезал и гиперболоид вдоль.

Получились две седлообразные поверхности, похожие на горный перевал.

— Смотри внимательно! — сказал Асимптотос. — Я беру снова среднюю точку и буду измерять кривизну опять теми же кругами и по таким же двум взаимно перпендикулярным осям.

Когда Асимптотос начал приставлять круги к этой седло​образной поверхности, то оказалось, что эта поверхность в про​дольном направлении вогнутая, а в поперечном — выпуклая. Поэтому центр большого круга оказался вне гиперболоида, а центр маленького — по другую сторону поверхности гипербо​лоида. Центры кругов оказались с разных сторон поверх​ности.
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— Ну вот! — сказал Асимптотос. — Когда центры кругов кривизны оказываются с разных сторон поверхности, то это и называется отрицательной кривизной. Геометрия Лобачевского осуществима только на поверхности с отрицательной кривиз​ной. Однако слушай далее внимательно, ибо это еще не все. Сфера имеет во всех своих точках одну и ту же кривизну. Мы говорим, что эта поверхность постоянной положительной кри​визны. Ясно, что хотя эллипсоид имеет тоже положительную кривизну, но она отнюдь не постоянна. Однополостный гипер​болоид, наоборот, имеет отрицательную, но тоже непостоян​ную кривизну. Спрашивается: имеются ли поверхности посто​янной отрицательной кривизны? Такие поверхности были от​крыты еще до Бельтрами. Отличительной особенностью по​верхностей постоянной кривизны является то, что кусок такой поверхности может скользить по ней самой без разрывов и сжатий, как футляр шара по поверхности шара или кусочек бумаги по гладкой поверхности стола либо цилиндрической колонны. Важнейшее открытие Бельт​рами состояло вот в чем: он обнаружил, что треугольники, сторонами которых являются кратчайшие линии на поверх​ности постоянной отрицательной кри​визны, подчиняются «воображаемой» геометрии Лобачевского. Таким обра​зом, выяснилось, что плоская геомет​рия Лобачевского осуществляется на одной из простейших поверхностей с постоянной отрицательной кривизной (именно такой поверхностью и являет​ся псевдосфера), и тогда уже не оста-{272}валось больше никаких сомнений в том, что в этой геометрии, как и в геометрии Евклида, нам нечего бояться противоречий.

— Ну, как Илюша? — сочувственно спросил Радикс. — Спо​собен ли ты после этого соображать дальше или нет?

— Сейчас!— ответил Илюша.— Я только еще попробую. Мальчик взял волшебно-математический аппаратик, изме​ряющий кривизну, и как только он приложил оловянный ли​стик к поверхности гиперболоида, немедленно стрелка аппара​тика пошла от буквы «Е» в другую сторону — это была самая настоящая отрицательная кривизна.

— Ясно? — спросил Коникос.

Илюша кивнул и сказал:

— Трудновато. Но мне кажется, я все-таки кое-что понял. А теперь я хочу наконец про Архимеда послушать!

— Ну что ж! — раздумчиво промолвил Коникос. — Теперь-то, пожалуй, уж можно... Да, постой-ка! Я вот еще что хотел тебе сказать, чтобы ты не забыл. Дело в том, что наш эллип​соид вращения можно еще сжать сверху вниз так, чтобы его круглое сечение тоже обратилось из круга в эллипс. И тогда из эллипсоида вращения получится трехосный эллипсоид, у ко​торого все три оси по всем трем измерениям, то есть и в длину, и в ширину, и в вышину, разные или по крайней мере могут быть разные. Ясно, что как ни рассекай его по всем этим трем перпендикулярным направлениям, в сечении полу​чишь эллипс. Например, кусочек туалетного мыла, который в просторечии нередко называют обмылочком, обычно как раз и имеет форму трехосного эллипсоида! Или морские ка​мушки, обкатанные морскими волнами...

— Как хорошо, — сказал Илюша, — что все эти ваши мате​матические чудеса так легко встретить! Подумаешь, какое чудо обмылочек, а оказывается, он родственник самим кони​ческим сечениям! (А про себя подумал: «Вот, значит, почему этот козлоногий человечек с флейтами говорил о морских ка​мушках!») Постойте-ка,— продолжал он,— вы мне обещали показать, как делается псевдосфера.

— Совсем из головы вон! — сокрушенно сказал Асимпто​тос. — А ведь и вправду обещали! Поди-ка, Коникос, поищи-ка, где у нас там трактриса завалилась.

Не прошло и минуты, как Коникос вернулся весьма сму​щенный и раздосадованный.

— Пропала, скажи на милость! Истинное наказание!

— Ничего, — успокоил Асимптотос. — Подумаешь, какое горе! Возьмем да и новую сделаем.

Коникос принес довольно большую цепь с тяжелыми звень​ями, вроде корабельной, и повесил ее за два конца на стену. Цепь угрюмо повисла, образуя почти дугу, открытую сверху. {273}

— Похоже на параболу, — шепнул Илюша Радиксу.

— Неверно. Впрочем, подобную ошибку в свое время сде​лал даже сам Галилей, так что тебе и подавно простительно. Однако все же ты должен запомнить, что это вовсе не пара​бола, а так называемая цепная линия. Она только на маленьком участке у вершины очень похожа, на параболу.

эволю​той этой последней. При этих словах Асимптотос отщип​нул что-то от цепи в самой нижней ее точке. В руках его оказалась тонкая блестящая нить, кото​рую наш ученый старичок начал как бы сматывать с цепи, все время 
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— К этой цепи у нас,— сказал Асимптотос,— прилажена особая ниточка, гибкая, нерастяжимая. Сейчас я ее отделю от цепи. Это особый способ чертить кривую — при помощи такой ниточки. Ты умеешь чертить по линейке, умеешь чертить цир​кулем, а это еще один способ чертить. Смотри внимательно! Я отщипну эту ниточку в самой точке вершины цепи, то есть цепной линии, и буду, крепко все время натягивать нить, следить за тем, какую кривую опишет конец нити в той плоскости, в которой находится кривая. Так вот эту кривую, которую опишет конец нити, мы называем эвольвентой данной исходной, начальной кривой. А кривая, с которой на​до сматывать нить, чтобы получить некую требуемую кривую, называется 
креп​ко натягивая нить вниз и направо. И конец {274} нити послушно
начертил новую своеобразную кривую, совер​шенно непохожую на цепную линию.

— Ну вот тебе и трактриса! — радостно воскликнул Ко​никос. — Сам Лейбниц дал ей это имя.

— Так что трактриса есть эвольвента цепной линии? — спросил Илюша.

— Точно!— отвечал Коникос.— Оказывается, ты кое-что соображаешь!

— Но если,— снова начал Илюша, — это особый способ чертить кривые, то должен ведь быть какой-нибудь общий прием, чтобы начертить так любую кривую?

— Это не так уж сложно, — вмешался Асимптотос. — Ты вот посмотри на перпендикуляры к касательным, которые име​нуются нормалями данной кривой.

— Радиус окружности и есть ее нормаль? — спросил Илюша.

— Справедливо!— отвечал Асимптотос.— Посмотри и за​метишь, что касательные эволюты суть не что иное, как нор​мали эвольвенты. Поэтому, если тебе задана эвольвента, то построй к ней побольше нормалей: все они будут касатель​ными к эволюте, которую эти касательные очень ясно обозна​чат на чертеже. Это будет кривая, плавно огибающая все эти прямые, касаясь их.

— Эволют у нас девать некуда, — заметил Коникос, — це​лая кладовая. Но можно еще и по-другому все это проделать. Возьми отрезок прямой, приложи его в одной точке к шаблону эволюты и кати его по кривой, только чтобы он не скользил. Вот ты и получишь эвольвенту безо всякой нити, потому что какая-нибудь заранее отмеченная точка на катящемся отрезке вычертит эвольвенту.

Радикс сейчас же объяснил Илюше, что он на досуге и сам все это может проделать. Надо взять тонкую и нежесткую нитку примерно в сорок сантиметров длиной, намочить ее и мокрую повесить на стену на два гвоздика, которые вбиваются на расстоянии около пятнадцати сантиметров друг от друга. А на то место, куда мы повесим нить, надо заранее прикре​пить кнопками лист белой бумаги. Затем следует аккуратно начертить кривую, которую образует мокрая нитка,— это и будет приблизительно цепная линия. По этому чертежу надо изготовить картонный или фанерный шаблончик. В верхнем его углу следует закрепить нитку, обвести ее по краю шаб​лона, а у вершины сделать петельку. Если теперь взять ка​рандаш (сделав предварительно маленькую зарубку на гра​фите) и вставить в эту петельку, то карандаш — если осторож​но сматывать нитку — вычертит трактрису.

Коникос взял кривую и приладил ее, кряхтя и ворча, {275} к диаграмме с картезианскими осями, повернув ее на девяно​сто градусов.
[image: image17.wmf].
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 — Трактриса, — сказал он, передохнув после своей нелег​кой работы, — это кривая весь​ма древнего происхождения. Одно из замечательных свойств ее заключается в том, что если к ней провести касательную в любой точке, то расстояние по касательной от точки касания до некоторой прямой будет по​стоянным (удаляясь от своей вершины, трактриса неограни​ченно приближается к этой пря​мой, и на нашем чертеже эта прямая будет перпендикулярна к оси цепной линии). Если по​местить конец нити на расстоя​нии а от горизонтальной пря​мой, а потом другой ее конец тянуть вдоль этой прямой, то первый конец и опишет трак​трису. Отсюда и название ее (от латинского слова «тянуть»). Если же теперь мы прикрепим трактрису по ее горизонтальной оси к Центрифуге, то мы и по​лучим искомую поверхность вращения, то есть именно псевдо​сферу.

Псевдосфера.

И действительно, как только прикрепили трактрису к Цен​ [image: image18.wmf].
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 трифуге и пустили последнюю в ход, получилась псевдосфера, каковую  Асимптотос спокойно снял со станка и разрезал попо​лам, затем добыл откуда-то рези​новую нитку и влез внутрь того вогнутого конуса, похожего на оп​рокинутый бокал, который пред​ставляла собой полупсевдосфера. Поверхность была довольно про​зрачная, и Асимптотоса было отлично видно. Намазав резино​вую нитку сажей, он натянул ее на поверхность полупсевдосферы и, щелкнув ниткой, получил одно ребро треугольника снизу вверх, направо от основания к вершине — {276} ровную темную черту. Затем он так же обозначил другое ребро треугольника сверху, от вершины вниз направо, подмигнул Илюше и ска​зал:
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 — Так как я имею дело с поверхностью отрицатель​ной кривизны, то, для того чтобы провести основание треугольника, я должен, оче​видно,  выбраться  из-под псевдосферы снова наружу.

На выпуклой поверх​ности два перпенди​куляра сходятся.
Илюша внимательно по​глядел на псевдосферу и со​образил, что если натянуть резиновую нитку горизон​тально, стоя внутри седлооб​разной псевдосферы, то нить окажется в воздухе, а не бу​дет вся целиком лежать на поверхности, как полагается лежать геодезической ли​нии.

Асимптотос выбрался на​ружу и, лихо щелкнув на​черненной ниткой, провел основание треугольника.

— Ну, Илюша, — сказал Коникос, — если ты внимательно посмотришь на этот треугольник, ты и сам заметишь, что углы его много меньше, чем им полагалось быть, если бы это был плоскостной треугольник.

Коникос вырезал псевдосферический седлообразный тре​угольник и положил на стол, а потом прикрепил три крепко натянутые нитки к его вершинам. Рассматривая углы, которые были образованы нитками, и собственные не-евклидовы углы треугольника, Илюша мог убедиться, что последние меньше, нежели плоскостные. [image: image20.wmf]).
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— Ясно? — спросил Радикс.

На  плоскости  два перпендикуляра   не сходятся и не рас​ходятся.
— Как будто ясно, — отвечал мальчик. — Ну, а как полу​чается с параллельными? Я все-таки никак не пойму, как че​рез одну точку провести две параллельные к третьей прямой?

На седлообразной поверхности два перпендикуляра расходятся.
На полупсевдосфере два «парал​лельных» меридиана образуют острые углы с секущей геоде​зической.
[image: image21.wmf].
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— С параллельными, — отвечал Радикс, — не так-то про​сто. Давай сравним, как ведут себя два перпендикуляра к од​ной и той же секущей на выпуклой, плоской и седлообразной поверхности. На плоскости они идут на одном расстоянии друг {277} от друга, то есть не сходятся и не расходятся. Но на выпуклой поверхности, как, например, на Земле, они будут вести себя так, как два меридиана, перпендикулярных к экватору, то есть будут приближаться друг к другу по обе стороны секущей и пересекутся на полюсах. На седлообразной поверхности на​оборот: два перпендикуляра к одной и той же секущей будут расходиться по обе стороны, удаляясь друг от друга. Поэтому можно уменьшить углы их наклона к секущей, и полученные наклонные все еще не будут пересекаться. Если продолжать уменьшать угол наклона, то в конце концов мы дойдем до такого крайнего положения, при котором дальнейшее уменьше​ние угла наклона вызовет появление точки пересечения. В этом крайнем положении две прямые и называются, по Лобачевско​му, параллельными друг другу «в ту сторону», в какую они образуют острые углы с секущей. Наши прямые «в сторону параллельности» еще не пересекаются и уже не расходятся, а сходятся друг с другом, так сказать, «в бесконеч​ности», как обычные па​раллельные. На полупсев​досфере можно это очень хорошо представить себе, если взять два уходящих в бесконечность меридиа​на этой поверхности. Ты, может быть, возразишь, что это два перпендикуля​ра к параллели полупсев​досферы, но не забудь,что параллель (то есть сечение псевдосферы плоскостью, перпенди​кулярной к оси) не будет линией кратчайшего расстояния (геодезической) на этой поверхности и потому не может нами рассматриваться как «прямая».

— Я понимаю — сказал Илюша. — Если я представлю себе, что полупсевдосфера лежит передо мной узкой частью вправо, то концы натягиваемой поперек поверхности нити придется оттягивать влево, иначе нить будет соскальзывать вправо.

— Поэтому, — продолжал Радикс, — два меридиана будут образовывать с пересекающей их геодезической острые углы (с параллелью они образуют прямые), как видно на чертеже. Несмотря на это, они не будут справа пересекаться, как бы да​леко ты их ни продолжал на полупсевдосфере. Но отклони один из них чуть-чуть внутрь, по направлению к другому, и наверху появится точка пересечения. Это и означает, что два меридиана, по Лобачевскому, параллельны «в правую сторону» (нашей полупсевдосферы).

— А как же будут вести себя перпендикуляры к этой по​перечной геодезической? Куда они денутся на псевдосфере? — спросил Илюша.

— Видишь ли, — ответил Радикс, — на небольшом участке псевдосферы хорошо видно, что два перпендикуляра расхо​дятся, но дальше они начнут даже огибать поверхность снизу и где-то с нижней стороны пересекутся. Но не оттого, что они сходятся, а, наоборот, оттого, что они расходятся. Вообще надо иметь в виду, что только геометрия «куска» поверхности псев​досферы отвечает геометрии соответственного «куска» под​линной «плоскости Лобачевского»; вдобавок еще мешает «ребро» псевдосферы с нижней стороны. «Плоскость» же Лоба​чевского, как и наша обычная, простирается неограниченно во все стороны, и все направления на ней равноправны. По​этому на плоскости Лобачевского получается такая картина. Если взять секущую MN и в точке N провести к ней перпен​дикуляр AB, а в точке M наклонять второй перпендикуляр, уменьшая его угол с секущей со стороны точки В, то наклон​ная, проходящая через точку М, начнет пересекать прямую АВ, только когда угол наклона станет меньше некоторого ост​рого угла (. Этот острый угол (он тем ближе к прямому, чем меньше расстояние MN) Лобачевский назвал углом па​раллельности, а наклонную в том крайнем положении, когда она еще не пересекается с перпендикуляром АВ, он на​звал проходящей через точку М параллельной к АВ в сторону В. С другой стороны секущей получается та же самая картина. Крайнее положение наклонной, при котором точки пересечения еще нет, и будет второй «параллельной» {279} Лобачевского — параллельной в «другую сторону». Поэтому на [image: image23.wmf].
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нашем чертеже все прямые Лобачевского, проходящие через точку М, разделяются двумя параллельными — «в сторону А», и «в сторону В» — на две категории. Одни, образующие с пер​пендикуляром NМ угол, меньший «угла параллельности» φ, пересекают прямую ав. Другие, образующие с перпендикуля​ром прямой или хотя, и острый, но больший угла параллельно​сти угол, проходят между двумя «параллельными» и не пере​секают прямой АВ ни с той, ни с другой стороны. Они назы​ваются расходящимися с прямой АВ. Параллельные, конечно, тоже не пересекаются с АВ, но они выделяются из числа всех не пересекающихся с АВ прямых, проходящих че​рез точку М, как раз тем, что положение параллельности — крайнее, при котором нет точки пересечения: две параллель​ные отделяют, таким образом, все пересекающие прямые от расходящихся. В отличие от геометрии Евклида, сумма вну​тренних односторонних углов, образованных параллельной в данную сторону с секущей, меньше двух прямых, так как угол параллельности φ острый. Величина этого угла зависит от рас​стояния МN. Еще греки, по всей вероятности, догадывались о таких возможностях.

— Значит, — решил Илюша, — это гораздо хитрее того, что мы учим в школе о параллельных?

— Ну еще бы! — отвечал Радикс. — Если бы это было то же самое, так ведь тогда и говорить было бы не о чем.

— Какая же она, однако, удивительная, эта геометрия! — задумчиво произнес Илюша.

— Если хочешь знать, — отозвался Радикс, — сфериче​ская геометрия еще удивительнее «воображаемой», только мы {280} к ней более привыкли благодаря тому, что глобус стал нам приятелем со школьной скамьи, если не раньше. А если по​думать, то нетрудно убедиться в этом. Сравни хотя бы такие обстоятельства. Прямая у Евклида безгранична, у Лобачев​ского тоже, а на сфере она (например меридиан) не только не безгранична, но еще и замкнута.

— Да! — отвечал Илюша. — А ведь действительно так!

— Насчет же всяких неожиданностей в «воображаемой» геометрии, так я могу тебе подарить на память еще один та​кой случай. Если ты возьмешь на плоскости Лобачевского окружность, разделишь ее на несколько равных частей и в точках деления проведешь касательные к этой окружности, то они образуют многоугольник только в том случае, если ра​диус окружности очень невелик, а в противном случае они вовсе не встретятся и не пересекутся.

— Мы можем, — добавил Асимптотос, — показать тебе еще кое-что по поводу треугольников Лобачевского, но только это будет потруднее. И нам кое в чем придется с тобой условиться.

— Как это условиться? — спросил Илюша.

— Вот как. Мы знаем, что роль «прямых» на сфере играют дуги больших кругов. А теперь мы условимся считать «пря​мыми»» на сфере не дуги больших кругов, а дуги некоторых других кругов. Мы начнем с того, что рассечем сферу пополам. Положим полусферу на плоскость сечением вниз. А далее согласимся считать дуги кругов, плоскость которых перпенди​кулярна к той плоскости, на которой лежит наша полусфера, прямыми. Надеюсь, что ты понял меня?

— Но ведь можно «условиться» о чем угодно! — сказал в недоумении Илюша. — Захочу и «условлюсь», что у меня семь равняется нулю. Так что ж, так и будет?

— Мне кажется, — отвечал Радикс, — что не так уж труд​но придумать случай, когда такое равенство будет иметь смысл. Например, допустим, что ты будешь различать числа только по остаткам, которые они дают при делении на семь. Ясно, что в этом смысле 1, 8, 15 и так далее будут равны между собой; 2, 9, 16 и так далее будут также равны между собой, а 7 окажется равным числам 0, 14, 21 и прочим. Тебе может показаться, что это бессмыслица. Но допусти, что не​который месяц начинается в воскресенье и мы обозначим этот день нулем, понедельник — единицей, вторник — двойкой и так далее. Тогда, если мы интересуемся только днями недели, а «нуль», «семь» и «четырнадцать» — все будут обозначать вос​кресенья, то в этом смысле ты можешь не делать между ними различия. Так что уже не столь бессмысленно «условиться», что семерка равна нулю. Имей в виду, что при изучении из​вестных вопросов вполне возможно поставить некоторое осо-{281}бое условие, и это может даже сделать для нас доступными такие вопросы, которые без этого трудно было бы исследовать 1.

— Пожалуй,— сказал Илюша,— я с таким рассуждением готов согласиться, но вот чего я боюсь: если мы условимся считать какие-то линии на сфере «прямыми», смогут ли эти «прямые» сохранить свои обычные свойства? А если не сохранят, то разве это будут «прямые»?

— Видишь ли, — отвечал Асимптотос,— все свои свойства наши «прямые», разумеется, сохранить не смогут, но ведь мы как раз и хотим рассмотреть на примере такую геометрию, в которой некоторые свойства прямых таковы же, что и на плос​кости (например, две «прямые» пересекаются только в одной точке, через две точки проходит одна и только одна «прямая» и так далее). Однако в отношении свойств параллельности или величины суммы углов треугольника наши новые линии должны подчиняться не обычным законам геометрии, а зако​нам геометрии Лобачевского. А если это так, то совершенно очевидно, что такие «прямые», поскольку мы их рассматри​ваем в нашем обычном евклидовом пространстве, должны и по внешнему виду отличаться от обыкновенных прямых. Сей​час нам даже придется отказаться и от того свойства, которое мы сохраняем на сфере при пояснении римановой геометрии: «прямые» уже не будут линиями кратчайшего расстояния на полусфере. Однако, чтобы ты не очень уж задумывался над смыслом таких «условий», мы сейчас придумаем самый животрепещущий пример...

— Я бы полагал...— перебил нашего оратора Коникос.

— А именно?— вопросил Радикс.

Коникос задумчиво сказал:

— Необходимо соорудить при помощи волшебства...

— Да что именно? — спросил Асимптотос. — Уж не томи ты нас, говори прямо!

— Начнем с полусферы, — уклончиво ответствовал зага​дочный Коникос, — ну, а потом... посмотрим.

Действительно, тотчас перед Коникосом выросла громад​ная, трехметровая полусфера тонкого, прозрачного синеватого стекла, под колокол которой он немедля и забрался. Из-под своего халата Коникос тут же извлек громаднейшую кремне​вую пистолю, самую старозаветную, у которой один только курок весил до полукилограмма, и с торжеством показал свое удивительное оружие Илюше.

— Вот мое восхитительное изобретение!— сказал он. — Эта волшебно-не-евклидова пистоля имеет изумительные свой​ства. Пуля этой пистоли и будет описывать не-евклидовы «прямые»! Я буду стрелять, но не прямо, а так, чтобы ее круг​лая пуля скользила точно, «в притирку» по внутренней сто​роне моей полусферы. Стекло это очень крепкое, и пробить его пуля не может, она только его поцарапает. Ясно?

— Ясно! — отвечал Илюша.

— Но только вот что! — добавил наставительно Асимпто​тос.— Запомни раз и навсегда: пуля этой казанской — или, что то же, не-евклидовой — пистоли, скользя по внутренней поверхности полусферы, все время остается в той же верти​кальной плоскости, в каковой находился и пребывал ствол этой пистоли в момент выстрела.

Затем Коникос начертил внутри полусферы, на полу, рав​носторонний треугольник, почти вписанный в круг, который образовывал на полу край полусферы, как нарисовано на сле​дующей странице.

— Ну, уж в этом-то треугольнике никак не может быть больше или меньше двух прямых! — торжествующе заявил Илюша.

Асимптотос и Радикс только чуточку усмехнулись в ответ на это заявление Илюши, а Коникос сказал:

— Ты, юноша, не спорь, а следи как можно внимательнее за тем, что я буду делать.
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С этими словами Коникос стал в левому углу при основании начерченного на полу треугольника (угол С) и обернулся ли​цом прямо к углу при вершине его. Он поднял над головой свою пистолю, вплотную прижал ее почти совершенно верти​кально к внутренней стороне сферы и выпалил. Раздался {282} страшный грохот, целое облако дыма вырвалось из широкого дула пистоли, но, несмотря на все эти пиротехнические эффек​ты, пуля летела так мед​ленно, что Илюша видел, как она мелькнула по внутренней стороне полу​сферы, оставив за собой тонкий след в виде цара​пины по стеклу.
— Попал! — крикнул Коникос. — Какая  мет​кость! С первого раза!

Илюша удостоверился, что пуля, обогнув полу​сферу, прошла как раз над вершиной треугольни​ка (В) и ушла в пол.
Вот такой треугольник на​чертил на полу Коникос, стоя под полусферой.
Затем Коникос снова зарядил пистолю, подсыпал пороху на полку, стал опять на то же место, но повернулся теперь лицом в сторону другого угла (A), который был с правой стороны основания треугольника. Снова бах! Пуля прошла как раз над вершиной справа у основания.

Затем Коникос перешел в тот самый угол, над вершиной которого только что прошла пуля. Теперь он стал в этот пра​вый угол (A) и лицом обратился снова к углу в вершине (В). Снова он поднял пистолю над головой, так что она стояла по​чти вертикально, то есть почти перпендикулярно к полу, а затем опять, трах! Снова целое извержение порохового дыма, и опять мелькнула пуля, царапая стекло.
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— Вот выстрел! Поищи-ка, где пересекаются оба следа. Илюша обошел сферу, подошел к углу при вершине и убе​дился, что оба следа пересеклись в точке, лежащей как раз над вершиной В треугольника.

Затем Коникос выполз из-под полусферы и сказал:

— Я полагаю, что пули летели «совершении прямо», в не​евклидовом смысле слова, как это им и свойственно. Они бы, разумеется, летели иначе, если бы им стекло не мешало и они не были бы обязаны сохранять вертикальную плоскость полета, но тут уж им при всей их любви к прямолинейности и краткопутности ничего другого не оставалось! Теперь я по​прошу полусферу уменьшиться до полуметра в диаметре, дабы мы имели возможность обозреть результаты моей неподражае​мой стрельбы в цель. {284}

Срез полусферы (экватор).
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Полусфера сейчас же послушалась, и Илюша увидел, что пули начер​тили на стекле своеобраз​ный треугольник. Тогда Асимптотос взял свой ши​роченный нож и сказал мальчику:

— Смотри: плоскость моего ножа, то есть секу​щая плоскость, стоит сей​час перпендикулярно к той плоскости, на которой лежит половина сферы. Ясно?

— Ясно.

— Я сделаю три сече​ния. Каждый раз нож бу​дет стоять перпендикуляр​но к плоскости, на кото​рой лежит полушар.
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Затем Асимптотос акку​ратно провел разрез так, что линия его шла от точ​ки А к точке В. Второй разрез соединил точки В и С, а третий — точки С и А. И все разрезы шли в точности по царапинам, оставленным пулями. Затем он вынул из середины сферы получившийся кусок и дал его Илюше.

— Заметь, — сказал Асимптотос, — что если вершины треугольника бу​дут лежать на самом сре​зе полусферы, то есть на ее экваторе, то все дуги «прямых», то есть верти​кальных сечений сферы, проходящие через эту точ​ку, будут иметь общую ка​сательную вертикаль, а угол, образованный эти​ми дугами, поэтому будет {285} равен нулю. (Вспомни, как Коникос учил тебя измерять угол между кривыми!) Но если немного сдвинуть вершину треуголь​ника вверх по полусфере, как мы это сделали, то касательные наклонятся и разойдутся: это и даст нам возможность приме​нять нашу пистолю. Но так как мы сдвинулись немного вверх, то и угол между двумя положениями ствола пистоли Кони​коса, то есть угол треугольника, будет очень мал, и он будет тем меньше, чем ближе вершина к экватору. Я вырежу еще такой же треугольник, только расположенный повыше и пло​щадью поменьше.

Снова Асимптотос начертил круг, затем снова вписал в него равносторонний треугольник AВС, а затем начертил внутри этого треугольника еще один — А1В1С1, поменьше, подобный первому и симметрично расположенный. (Смотри на картин​ке, стр. 284.)

После этого он взял нож и вырезал еще один треугольник, уложив, разумеется, предварительно на чертеж еще одну по​ловину сферы.

— А теперь, — заявил Коникос, — мы будем утверждать, что данные два треугольника по своим свойствам суть не что иное, как треугольники Лобачевского! Доказать тебе, наш юный друг, это обстоятельство было бы хлопотливо, однако это так. Поверь на слово. Был один француз-математик в истекшем столетии, который нашел это и доказал довольно-таки точно и неоспоримо.

Нахмуренная физиономия доктора У. У. Уникурсальяна немедленно появилась среди почтенной компании.

— Не следует, — сказал он, — утверждать того, чего ты не можешь доказать.

— Докажи, что я неправ! — предложил Коникос. Но в ответ на это Доктор Четных и Нечетных почему-то отвернулся да и растаял втихомолку.

— Теперь далее! — наставительно произнес Асимптотос. — Слушай-ка хорошенько да мотай на ус. Тебе, я думаю, совер​шенно ясно, что эти два плоскостных треугольника, которые у меня были чем-то вроде выкроек для не-евклидовых тре​угольников, подобны друг другу?

— Абсолютно ясно! — заявил Илюша.

— А ну-ка, — продолжал словоохотливый старичок, — про​верим-ка, подобны ли эти два удивительных не-евклидовых треугольника.

Сперва Илюша не мог сообразить, как ему взяться за эту проверку подобия, но затем придумал. Он положил оба тре​угольника на половинку сферы. Большой треугольник кое-как закрепил (кажется, кнопками), а малый стал передвигать так, что он скользил-по сфере и по большому треугольнику. Он {286} рассуждал: если эти треугольники подобны, то углы у них равны, а следовательно, можно вдвинуть один из углов малого треугольника в один из углов большого, а если углы равны, то две стороны малого должны совпасть с двумя сторонами большого. Сказано — сделано! И вот, представьте себе, когда он пододвинул один из углов малого треугольника к одному из углов большого, то стороны малого не только не пошли по сто​ронам большого, не только не совпали с ними, а даже закрыли стороны болшого, так что Илюша должен был заключить, что углы малого треугольника больше — и заметно больше! — углов большого треугольника.

— Вот тебе и раз!— сказал Илюша. — Не подобны, нет... И, честное слово, я не понимаю, как это выходит!

 — Дело вот в чем, — серьезным тоном проговорил Кони​кос.— Мы уже тебе говорили, что сумма углов в не-евклидо​вых треугольниках не есть величина постоянная, в про​тивоположность евклидовым треугольникам, где сумма углов всегда постоянна и равна, как тебе известно, ста восьмидесяти градусам. Мало этого, в не-евклидовых треугольниках сумма углов связана с их площадью. Причем если ты имеешь дело со сферическими треугольниками, то там чем больше площадь треугольника, тем больше и сумма его углов, и ты сам видел треугольник, сумма углов которого доходила до трех прямых углов. В треугольнике Лобачевского дело обстоит в некотором отношении так же, а в некотором — как раз наоборот. Там тоже сумма углов треугольника связана с площадью, но в обратном отношении, то есть чем больше сумма углов треугольника, тем меньше его площадь, и обратно, пока сумма углов не дой​дет до своего естественного предела, то есть станет равной ну​лю для треугольников, все вершины которых лежат на эква​торе сферы. Но уж это в геометрии Лобачевского, собственно, не треугольники, а фигуры, образованные тремя попарно параллельными прямыми. В силу именно этих обстоя​тельств ты и видишь сейчас, что каждый из взаимно равных углов равностороннего малого не-евклидова треугольника больше любого угла такого же большого треугольника, и так должно быть! А отсюда следует вывод чрезвычайно в дан​ном случае значительный: никаких подобных фигур в не-ев​клидовых геометриях не существует, и там невозможно по​строить фигуру, подобную данной, но имеющую иные размеры. Если нам с тобой повстречаются два треугольника с соответ​ственно равными углами, то нетрудно будет убедиться, что эти треугольники равны. Любопытно еще и то, что площадь такого треугольника ограничена и не может превысить некото​рой определенной величины, как бы мы ни увеличивали его стороны, ибо площадь эта прямо пропорциональна разности {287} [180° — α+β+γ)], где α, β и γ суть углы треугольника. А наше выражение, в квадратных скобках, очевидно, не может быть больше ста восьмидесяти градусов. Однако и этого еще мало, и этим не исчерпываются необычайные чудеса этой геометрии. В ней мы имеем возможность определить отрезок через угол. Ибо коль скоро треугольник вполне определяется своими тремя углами, то я могу точно определить отрезок, указав, что он является стороной равностороннего треугольника с за​данным углом (меньшим, разумеется, нежели две трети пря​мого угла). Отсюда можно сделать один удивительный вывод. Тогда как в обычном мире необходим эталон (то есть об​разчик) меры длины — метр, ярд, сажень, — в мире «вообра​жаемой» геометрии в таковом эталоне нет надобности. Там с помощью геометрического построения, как бы исходя из свойств самого пространства, мы строим единицу длины напо​добие того, как в евклидовой геометрии строится прямой угол (то, что мы потом его делим на девяносто градусов, к его величине касательства не имеет.)

— Сумма углов равностороннего треугольника Лобачев​ского,— промолвил Асимптотос,— поистине меньше двух пря​мых, ибо каждый из них меньше чем шестьдесят градусов. Мы можем тебе показать это.

Снова перед Илюшей выросла полусфера высотой в один метр. Линии, которые провели по стеклу круглые пули Кони​коса, были прекрасно видны. Асимптотос подошел к полусфере и легонько толкнул ее пальцем. Полусфера закачалась, пере​вернулась своим срезом (основанием) вверх.

Асимптотос взял ниточку и, нагнувшись над опрокинутой полюсом вниз полусферой, закрепил один конец нитки в одной из трех точек внутри полусферы, где пересекались два следа пуль. Илюша внимательно следил за всеми этими приготовле​ниями. Затем Асимптотос, туго натянув нитку, повел ее к дру​гой точке пересечения следов не-евклидовой пальбы и закре​пил во второй точке, а затем, и в третьей точке. Наконец он потянул ниточку из третьей точки снова в первую и закрепил ее там, где она вся и кончилась. Таким образом, внутри полу​сферы в воздухе повис туго натянутый ниточный равносто​ронний треугольник. Он висел, разумеется, так, что плоскость его была параллельна полу.

— Теперь это будет тот самый треугольник, который Ко​никос чертил на полу и о котором ты еще высказал такое авто​ритетное суждение... насчет суммы его углов, помнишь?

Илюша очень хорошо помнил свое «авторитетное мнение», только ему совсем не хотелось, чтобы и другие об этом вспоминали...
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Асимптотос похлопал рукой по краю полусферы, и она тут {288} же превратилась в целую сферу, то есть на лежащей ее половине тотчас же вы​росла и вторая (верхняя) половина шара. Теперь у этой сферы было два по​люса,— южный (старый) и северный (новый, верхний). Коникос принес откуда-то маленькую ярко светящуюся точку и положил ее на северный полюс сферы.  В светлице стало темно, и лучи, ярко светящейся точки север​ного полюса бросали рез​кие тени. На полу под сферой эти лучи сейчас же отчетливо нарисовали тень экватора, которая, конечно, оказалась пра​вильным кругом. А внутри этого круга, разумеется, нарисова​лась, отступя на некоторое расстояние от окружности, и тень ниточного треугольника.

— Смотри хорошенько! — произнес Коникос. — Видишь, как легли на полу тени тех следов, которые нацарапали на стекле полусферы пульки.

Это, конечно, и было самое интересное в этом волшебном опыте! Илюша заметил без особого труда, что следы пуль Ко​никоса рисуются на полу, как дуги кругов, перпендикулярных к тени экватора. Они и образовывали на полу своеобразный треугольник с вогнутыми внутрь сторонами. А треугольник этот был как бы «вписан» в самый обыкновенный евклидов равносторонний треугольник, который был тенью ниточного треугольника.

— Ну-с? — произнес Радикс.

И в тот же миг стало опять совершенно светло, а сфера и сияющая полярная точка исчезли. На полу остался лежать очень четкий чертеж круга и двух треугольников внутри его. Теперь уж не было никаких сомнений в том, что эти не-евкли​довы углы много меньше евклидовых. Сумма углов равня​лась 110°.

— Хорошо!— сказал Илюша.— На этом-то чертеже совер​шенно ясно, что углы не-евклидова треугольника гораздо мень​ше. Но разве тени следов пуль образуют те же углы, как и самые следы?

— Видишь ли,— терпеливо отвечал ему Радикс,— вообще, разумеется, не те же. Однако, если по отношению к лучу света плоскость угла отклонилась в одну сторону, а плоскость, на кото-{289}рую ложится тень,— в другую, так, чтобы обе эти плоскости образовали с лучом светящейся точки равные углы, то тени дадут тот же самый угол, который и был у тебя. Попробуй-ка начерти сечение нашей сферы по меридиану и выясни, какие получатся углы. Ты без особого труда, я полагаю, убедишься, что в нашем случае углы будут в точности одинаковые... Следует еще помнить о том, что, имея дело с геометрией сферы, необходимо принимать во внимание ее размеры: имен​но это в определяет ее кривизну, как и для псевдосферы, то есть и для «воображаемой» геометрии. Сам Лобачевский полагал, что только физико-астрономические опыты могут дать нам мате​риал для суждения о том, какая именно геометрия свойствен​на нашему пространству, в котором мы существуем. Поэтому тот, кто скажет, что великий русский геометр подходил к гео​метрии «как естествоиспытатель», будет очень близок к исти​не. Современные ученые полагают, что Лобачевский был прав в своих догадках: действительно, в некотором смысле геомет​рия, нашего мирового пространства — это не-евклидова геомет​рия, хотя она и не совсем такая, как геометрия Лобачевского. А, теперь, чтобы ты мог себе уяснить с помощью некоторой особой аналогии этот взгляд на геометрию, а вместе с тем по​знакомился и с другим примером осуществления геометрии Лобачевского, вспомним прежде всего, что геометрии на малых участках будут очень мало отличаться, друг от друга, на чем бы они ни были  — плоскости, сфере или псевдосфере.

— Конечно, — отвечал мальчик, — небольшой кусочек сфе​ры или псевдосферы трудно было бы отличить от плоскости.

— Вот,— продолжал Радикс,— если ты сообразишь, что измеряемые нами обычно расстояния слишком малы и не дают вообще возможности отличить свойственную нашему миру геометрию от евклидовой, то тебе станет ясной идея Лобачев​ского — решить вопрос о нашей геометрии с помощью астро​номических опытов. Это раз. А затем скажи мне: сумеешь ли ты отличить дугу окружности от прямой?

— Еще бы!— отвечал, улыбаясь, Илюша.— Дуга имеет кривизну, а прямая нет.

— Ясно. Но вот представь себе: я начерчу на протяжении тридцати сантиметров дугу окружности радиусом длиной в не​сколько километров. Что ты тогда скажешь?

— На таком маленьком участке, пожалуй, никак не отли​чишь, — согласился Илюша. — Но ведь если дугу эту сделать не в тридцать сантиметров, а побольше, то сразу станет видно.

— Постой! — прервал его Радикс. — Именно этого мы сей​час делать и не станем. Будем рассматривать геометрию на не​большом участке плоскости, но вместо прямых будем прово​дить окружности очень больших радиусов. Для примера пусть {290} радиусы будут длиной около пяти километров, а мы будем при помощи таких радиусов чертить фигуры на обыкновенной классной доске. Вряд ли ты заподозришь, что они не прове​дены с помощью самой обыкновенной линейки.

— Наверно, нет! — усмехнулся Илюша.

— Сверх этого, мы будем все эти окружности чертить не как-нибудь, а с соблюдением, некоторого особого условия: возьмем какую-нибудь очень далеко отстоящую от нас прямую и будем все центры окружностей выбирать на этой прямой.

— Очень далеко,— сказал Илюша, — то есть, около, пяти километров?

— Пусть так, — согласился Радикс. — А потом вот еще что. Чтобы подчеркнуть, что эти окружности заменяют нам прямые (они у нас так и будут называться «прямые», в ка​вычках), будем называть линию их центров «бесконечно уда​ленной» в нашей геометрии.

— Ну да,— подхватил Илюша, — ведь, вероятно, потому, что дуга окружности тем больше похожа на прямую, чем боль​ше ее радиус, иногда и говорят, что прямая,— это окружность бесконечного радиуса?

— Именно поэтому! — отвечал Радикс.— А теперь давай рассмотрим, какая геометрия получится на большом расстоя​нии от нашей «бесконечно удаленной» прямой. Начнем с того, что выясним, можно ли в таких условиях провести через две данные точки одну «прямую», и только одну.

— Да ведь это сводится к задаче провести через две дан​ные точки окружность, центр которой лежал бы на данной прямой? Это очень просто сделать.

— Ну, а будет ли в нашей геометрии «прямых» правильно, что две прямые пересекаются в одной точке?

— Если, — сказал, подумав, Илюша, мы будем рассма​тривать все только по одну сторону от линии центров,   то есть только полуокружности, да еще без их крайних точек, потому что они ведь тоже попадают на эту «бесконечно удаленную» прямую (я думаю, мы можем ее считать просто для нас недо​ступной), то, разумеется, две полуокружности могут пересечь​ся только в одной точке.

— Видишь, ты и сам замечаешь, что наши «прямые» эти​ми своими свойствами, как, впрочем, и многими другими, не будут отличаться от обыкновенных евклидовых прямых, а на малом участке вдали от центров ты и по виду их от прямых не отличишь. Тебе будет казаться, что ты имеешь дело с обык​новенной геометрией Евклида. Там можно строить треугольни​ки, восстанавливать и опускать перпендикуляры и так далее. Однако если спросить сколько «прямых», не пересекаю​щих данную, можно провести через точку вне этой прямой, {291} то [image: image30.png]’...—_5
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хотя на глаз на ма​лом участке будет ка​заться, что все обстоит так же, как обычно, но на самом деле именно здесь-то и обнаружится, что в действительности наши «прямые» подчи​няются не законам Ев​клида, а законам гео​метрии Лобачевского.
— Как же это так получается? — спросил удивленный Илюша.
Через всякие две точки М и N можно про​вести одну, и только одну, «прямую».
Две «прямые» могут пересекаться только в одной точке.
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— Посмотри внима​тельно на чертеж! Вспо​мни, что мы с тобой условились рассматри​вать только часть пло​щади по одну сторону от линии центров, кото​рую мы к нашему про​странству не причис​ляем, считая ее геомет​рическим местом «бесконечно удаленных» точек нашей геомет​рии. Если дана «прямая» АВ, то, есть полуокружность с цент​ром в точке С «бесконечно удаленной» линии, и точка М, не лежащая на АВ (скажем для определенности, расположенная на большем расстоянии от С), то получится вот что: кроме по​луокружности радиусом СМ, можно провести через точку М любое количество «прямых», не пересекающихся с «прямой» АВ, слегка смещая центр из точки С по горизонтали и соот​ветственно изменяя радиус.
— Хорошо — сказал Илюша, — это я теперь понимаю, А какие же «прямые», проходящие через точку М, будут па​раллельными по геометрии Лобачевского к «прямой» АВ?
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— Припомни, что параллельные отделяют непересекающи​еся, то есть «расходящиеся» с данной, «прямые» от пересекаю​щих ее. Такими, очевидно, и будут «прямые», изображаемые теми двумя полуокружностями, которые встречают данную полуокружность именно на «бесконечно удаленной» прямой. То есть это будут те именно полуокружности, которые каса​ются данной полуокружности слева и справа на линии цент​ров, образуя с ней в точках касания нулевые углы. Если ты построишь два перпендикуляра к какой-нибудь «прямой» АС, то легко убедишься, что они будут «расходящимися». {292}

Прямоугольный треугольник АВС.
— Так, — сказал Илюша. — Действительно не очень-то все это просто! А как же насчет суммы углов треугольника?

Через точку М проведено несколько «прямых», не пересекающих «прямую» АВ.
«Прямая» А'В' параллельна АВ, в сторону A; «прямая» A"В" параллельна АВ в сторону В. «Прямые», проходящие внутри углов А'МА" и В'МВ", «расходятся» с АВ. «Прямые», проходя​щие внутри углов А'МВ" и B'МА", пересекают АВ.
Два перпендикуляра — АВ и CD — к одной «прямой» «расходятся» — угол параллельности ψ острый.
— Возьми чертеж, на котором две полуокружности равных радиусов почти касаются  друг друга. Угол, образуемый ими в их невысоко расположенной точке пересечения, будет неве​лик, хотя и больше нуля. В остальных же двух точках пе​ресечения, образованных третьей полуокружностью, получаются углы, близкие к шестидесяти градусам. Таким образом, сумма углов будет немногим больше ста двадцати градусов вместо ста восьмидесяти градусов. На [image: image33.png]


маленьком треугольнике этого нельзя заметить так отчетливо. {293}
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— Потому что они похожи на евклидовы и в них сумма углов почти равна ста восьмидесяти градусам! — воскликнул Илюша. — Кажется, я начинаю наконец разбираться поне​многу...

Тут Илюша снова откуда-то услыхал звуки флейты Фавна. Обернувшись, он увидел, что его хитрая рожица выглядывает из-за уголка цветной занавеси домика. Он протягивал Илюше правую руку и манил его к себе левой.
— Ты только попробуй! — произнес Фавн шепотом. — Ни​когда никто не кушал ничего вкуснее!

— Может быть, это и стыдно, — сказал Илюша, отломив втихомолку добрый кусочек казанского сыра и делая вид, что он никакого Фавна и в глаза не видел, — но я должен сознать​ся, что я тоже до сих пор думал, что геометрия Евклида един​ственная.
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— Стыдного тут ничего нет, — отвечал Асимптотос.— Ты просто не знал, вот и все. Но спорить с построенной систе​мой — это уже совсем другое дело.

— Значит, я уже узнал здесь, кроме евклидовой, три новые геометрии: геометрию лабиринтов, потом геометрию Лобачев​ского и геометрию Птолемея...

Угол между двумя окружностями одного радиуса, из которых каждая проходит через центр другой, равен 60 градусам.
— То есть сферическую, — заметил Коникос. — Однако я могу тебе показать еще одну геометрию. Это будет геометрия теней. Ты увидишь сейчас удивительные тени. Слышал ли ты такой стишок:

Вот пройдут любые тени
По стене,

Странных очерки видений

При огне...
В треугольнике АВС углы А и В близки к 60 гра​дусам, а угол С очень мал, поэтому сумма углов этого треугольника немногим больше 120 градусов.
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Неужели ты его не знаешь? Почитай, голубчик! Его написал прекрасный русский поэт Александр Блок. Это почти эти са​мые тени и есть. {295}

Асимптотос притащил откуда-то лампочку очень странной и красивой формы, немножко похожую на чайник, в носик ко​торого был вставлен фитиль. Лампа горела не очень ярко, но все-таки светила. В ней было налито нечто вроде оливкового масла. Говорят, будто это была та самая лампа, из-за которой начались несчастья бедной Душеньки в той самой поэме Бог​дановича, которую так любил юный Пушкин, потому что Апу​лей (сочинивший книгу «Золотой осел»,  где  изложена  история Душеньки) ему нравился гораздо больше рассудительного Цицерона 1. [О том, как Пушкин в юности

Читал охотно Апулея,

А Цицерона не читал,

ты можешь узнать из «Евгения Онегина». А поэма Богдановича так и называется «Душенька».] Масло для этой лампы Коникос зачерпнул из фон​тана. Затем Коникос сделал какой-то странный жест, и в свет​лице стемнело. Только и было света, что от масляной лампы. Асимптотос поставил ее на стол и вырезал круглый кусочек плоскости.

— Смотри теперь на тень этого кружка. Если я поставлю мой диск вертикально параллельно стене на одном уровне с источником света, то и тень на стене получится...

— Круглая, — отвечал Илюша.

— Справедливо. Теперь смотри, что будет с тенью, если я буду поворачивать кружок вокруг его вертикального диа​метра. Если я поверну кружок на некоторый угол так, чтобы диск у меня стоял наклонно к плоскости стены, то тень бу​дет...{296}
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— Эллипсом!— отвечал Илю​ша.
— А теперь, — продолжал Коникос, — смотри, какие тени будут получаться от кружка на столе. Если я опущу диск ниже пламени, то на столе получит​ся... На-ка, возьми диск, по​пробуй сам!

Илюша взял диск, опустил его немного ниже пламени лам​пы и получил две тени: эллип​тическую и круговую, которые он уже видел на стене.

— Теперь, — сказал Асимп​тотос, — слушай мою команду! Поставь диск вертикально так, чтобы самая высокая его точка находилась на уровне пламени.

Илюша поставил. Тень от кружка стала с одной стороны овальной, а с другой — уходила прямо по столу, и казалось, что две стороны тени уходят вдаль, стремясь сделаться все более и более параллельными.

— Эта тень похожа, — сказал Илюша, — пожалуй, опять на кривую квадратного уравнения.

— Справедливо, — отвечал Коникос. — Ты получил пара​болу. А теперь подними кружок еще немного повыше, так, чтобы его горизонтальный диаметр был на уровне пламени.

Илюша приподнял кружок. Теперь на стол падала тень только от нижней части кружка. С одной стороны она тоже была похожа на овал, но с другой стороны тень уходила до самого края стола. Однако ее стороны не стремились к па​раллельности, а шли почти прямо в разные стороны.

— А это что такое?

— Н-не знаю, — сказал Илюша. — Но так как мы видели все конические сечения, кроме ги​перболы, это, наверное, она и есть?
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— Она самая. А скажи, пожа​луйста, не встречал ли ты гипер​болу вечером на улице?

— На улице?— удивился Илю​ша. — Нет, кажется, не встречал.

— А видал ли ты вечером на улице такую картину: у подъезда дома стоит автомобиль с одной за​жженной фарой, и свет от фары падает на мостовую? {297}

— Это я, конечно, видал, — ответил Илюша.

— Так вот имей в виду, что освещенный кусок мостовой и рисует на асфальте самую на​стоящую гиперболу, то есть одну из ее ветвей. Почему? По​тому что световой пучок выхо​дит из фары конусом, а мосто​вая в данном случае является секущей плоскостью по отно​шению к этому конусу. Когда увидишь эту гиперболу в сле​дующий раз, кланяйся ей от меня... Эта геометрия теней называется проективной геометрией. Вот тебе и пятая гео​метрия! Учи только, не ленись, у нас геометрий хватит!

— Хорошо, — сказал скромно Илюша, — постараюсь.

— Эта геометрия, — пояснил Радикс, — имеет самое не​посредственное отношение к искусству живописи, ибо только она может научить нас, как нарисовать некий предмет на пло​скости так, чтобы зрителю казалось, что он видит перед собой настоящий предмет в трехмерном пространстве. Во времена Возрождения эта наука развивалась в трудах крупнейших живописцев того времени: таковы были знаменитый Аль​брехт Дюрер, живший в начале шестнадцатого века, круп​нейший архитектор-итальянец Альберти (конец пятнадца​того века) и один из величайших художников всех времен, разносторонний гений Леонардо да Винчи (родился в тысяча четыреста пятьдесят втором году, скончался в тысяча пятьсот девятна[image: image40.png]


дцатом), тоже итальянец по происхождению, который недаром сказал, что глаз человеческий — это «князь математики». Далее ее разрабатывал Паскаль (о нем ты уже слышал), а также и другой француз, Понселе, который был офицером наполеоновской армии, участвовал в походе на Россию, был тяжело ранен в сражении под Красным и подо​бран русскими войсками на по​ле боя. После этого он попал в плен к русским и почти целый год прожил в Саратове: там-то он и написал свое знаменитое сочинение по геометрии. Кста​ти сказать, развитие этой вет​ви геометрии способствовало {298} правильному истолкованию математиками геометрии Лобачевского.

— Конечно, — заметил Илюша, — эта проективная геомет​рия теней очень красива, но геометрия Лобачевского мне как-то больше нравится.

— С тобой можно согласиться, — ответил Радикс. — От​крытие Лобачевского вызвало сначала полное непонимание... И при этом не только со стороны людей, которые были заве​домо невеждами, а даже со стороны тех, которые, казалось бы, могли разобраться... Но слишком для них все это было не​ожиданно и непонятно. У себя на родине Лобачевский под​вергался жестоким издевательствам в продажной печати вре​мени императора Николая Первого. В то время как великий Гаусс учился русскому языку, чтобы прочесть сочинения Ло​бачевского в подлиннике, русские журналы, руководимые из​вестным гонителем Пушкина, царским шпионом — Булгари​ным, глумились над Лобачевским, уверяя, что такую геомет​рию может выдумать только человек, поставивший себе цель — издевательство над наукой. Даже угрюмый реакционер, то​гдашний министр народного просвещения, Уваров пытался защитить Лобачевского, но безуспешно. Булгарин спрятал его возражения «под сукно». Все, что мог сделать Уваров для Ло​бачевского, который был все-таки ректором Казанского уни​верситета, — это напечатать в официальном ученом «Журнале министерства народного просвещения» в ежегодном списке трудов русских ученых против имени Лобачевского: «Ректор Казанского университета, занимался сочинением статьи для журнала Крелле». Это кое-что значило для людей понимаю​щих, ибо в то время математический немецкий журнал, изда​ваемый  Крелле, был самым авторитетным журналом в мире. В дальнейшем выяснилось, что Уваров рассчитал не так плохо, ибо статью Лобачевского в журнале Крелле заметил и похва​лил сам Гаусс! А гордость родины, математик Лобачевский, так и умер, даже  не удостоенный звания доктора наук за свои труды, ставшие краеугольным камнем для всей новой матема​тики девятнадцатого века 1.

— Страшно слушать!.. Но мне все-таки хотелось бы узнать, в чем самая суть этих удивительных трудов Лобачевского?

— Видишь ли, — задумчиво произнес Радикс, — попросту {299} и коротко рассказать все это трудно. Но попробуем все-таки! Древняя математика оставила нам замечательные достижения.. Недаром некоторые историки науки говорили о «греческом чуде». Но кроме того, от древности нам в наследство осталось немало нерешенных вопросов, научных загадок. И некоторые из них были трудности непомерной. С квадратичными ирраци​ональностями греки сами справились. Удивительные труды Архимеда и Аполлония затронули более сложные вопросы, ко​торые дождались своего разрешения только уж в Европе в шестнадцатом и семнадцатом веках. Но вопросы, связанные с самыми основаниями евклидовой геометрии, смущавшие уче​ных еще в древности (как это видно из трудов Птолемея), по​лучили свое разрешение только в девятнадцатом веке в рабо​тах Лобачевского. Когда это наконец было сделано, осознано и разработано, наша наука вступила в новую стадию. Это уже не было прямой разработкой творений Архимеда, а чем-то со​вершенно своеобразным, что дало науке новые великие силы. Ибо наука получила после Лобачевского возможность не толь​ко исследовать те или иные задачи, но научилась изучать и понимать свою собственную сущность и все свое своеобразие.

— Собственную сущность... — повторил Илюша неуверен​но, — то есть самую суть? Так я говорю?

— Да, в общем так. Но самое главное заключается в том, что великая система не-евклидовой геометрии, построенная Лобачевским, постепенно привела людей к полной уверенности, что математика есть наука опытная.
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Схолия Пятнадцатая,

где продолжается беседа о судьбах древней математики, кото​рая, как выясняется, долгое время жила на положении рабыни у жестоких восточных деспотов, выполняя под их свирепым, надзором всякую черную работу, пока наконец хитроумный греческий мореход с железным копьем, на котором было высе​чено слово «ОТЧЕГО?» с громадным вопросительным знаком, не похитил ее и не привез под лазурное небо Эллады, где она и обрела наконец свою истинную родину. Затем Илюша посте​пенно узнает все более серьезные и удивительные вещи: о том, например, как греческий философ Демокрит придумал способ для определения объема конуса, и как этот способ стал разви​ваться в работах Архимеда, и как впоследствии из всех этих удивительных событий вырос тот самый Великий Змий, с гроз​ной тенью которого Илюша имел честь встретиться в Схолии Второй.

Все уселись в кружок, и Коникос начал так:

— Математика пришла в Грецию от древних восточных цивилизаций — Шумера, Вавилона, Египта. Зародилась она очень давно. Уже к концу четвертого тысячелетия у шуме​ров — это было на землях теперешнего Ирака — были сделаны первые основательные шаги. У шумеров, а также у их преем​ников — вавилонян уже было накоплено, довольно много зна​ний. Это было связано, во-первых, со взиманием налогов, во-вторых, с различного рода расчетами при постройках. Таким {301} образом, из дошедших до нас документов — преимущественно обожженных глиняных плиток-таблеток, на которых перед об​жигом наносились знаки, — большинство относится к развитой государственной жизни, когда необходимо учитывать урожай, сбор шерсти, рассчитать, как построить плотину, мост, сколь​ко потребуется народу, чтобы возвести то или иное сооруже​ние, и так далее. Многие таблички представляли собой учеб​ники для школ будущих чиновников, которые и должны были уметь делать все эти вычисления. Составлялись таблицы для облегчения расчетов. Важное значение имела и астрономия, в основном как служба календаря, определявшая сроки сель​скохозяйственных работ.

— А как все это узнали? — спросил Илья.

— Глиняные таблетки, — продолжал Коникос, — которые находят археологи при раскопках, — материал прочный, под землей могут пролежать тысячи лет, огня не боятся. В вос​точных царствах было накоплено, по-видимому, много прак​тических знаний. Существовала ли в то время теоретическая математика, сказать трудно, но что какие-то начатки теории уже были, в этом, по-видимому, нельзя сомневаться. Среди Ва​вилонских таблеток можно встретить чертежи правильных мно​гоугольников, причем вычисляются их площади, встречаются приближенные определения квадратного корня из двух, на​ходится приближенная квадратура круга, существуют способы определения довольно сложных объемов, решаются квадрат​ные уравнения и многое другое. Трудно сказать, осмысле​но ли все это было теоретически. Но все же приходишь к мысли, что кое-что делалось... Никакой хозяйственной не​обходимости, например, вычислять площадь круга в то время не было. Однако в учебниках есть задачи на вычисление: сколь​ко семян надо; чтобы засеять круглое поле? Хотя круглых полей делать никто не станет. Греческие философы передают, что в египетских храмах в течение тысячелетий хранились записи всего нужного и интересного. Там имелись и астроно​мические наблюдения, и очень трудно допустить, чтобы при всем этом можно было бы обойтись совсем без научных работ. Практика больших сооружений в странах с искусственным оро​шением и с постоянными работами по усмирению больших рек могла поставить трудные задачи.

— Интересны эти задачи на вычисление насчет круглого поля! — заметил Илюша.

— Конечно, интересно! — откликнулся Асимптотос-.— Круп​ные ученые-историки приходят к заключению, что у вавило​нян неизбежно должно было возникнуть что-то вроде нашего доказательства, когда сложное решение вопроса опирается на целую цепь более простых соображений. Конечно, вряд ли им {302} приходило в голову интересоваться, как достигается тот или иной теоретический вывод, но им уже нельзя было обойтись без того, чтобы не пользоваться им.

— Когда все это было?

— У шумеров,— отвечал Коникос,— примерно в третьем тысячелетии до нашей эры, но там о теории, наверно, еще и слуху, не было, а во втором и первом тысячелетиях до нашей эры процветал Вавилон, особенно в первой половине первого тысячелетия до нашей эры. Древняя Греция оказалась наслед​ницей всего этого научного богатства.

— А как бы в общем сказать про эту древневосточную науку? — задумался Илюша.

— Пожалуй,— заметил Асимптотос,— верней всего было бы сказать, что это была наука писцов, чиновников, казенных канцелярий. Постепенно там родился интерес и к самому ис​кусству вычисления, а из него мало-помалу выросла и алгебра в виде первых решений квадратных уравнений. Причем пока еще никто не мог найти ни одной практической задачи на Древнем Востоке, для которой было бы необходимо решение квадратного уравнения. Поэтому историки и считают, что это решение искали не для практики, а именно из чисто научного интереса. Наука Вавилона, видимо, была выше египетской. Одним из замечательных достижений шумеро-вавилонских ученых было построение позиционной системы счисления. Она, правда, была не такая, как наша общепринятая десяти​ричная, а была шестидесятиричная. Она еще и у нас осталась в делении окружности на триста шестьдесят градусов, час мы делим на шестьдесят минут, а минуту на шестьдесят секунд.

— Какая живучая система! — усмехнулся Радикс.

— Историки считают, — продолжал Коникос, — что изобре​тение позиционной, или поместной, системы настолько важно было для культурного развития человека, что это можно впол​не сравнить с изобретением письменности. Вавилоняне знали теорему Пифагора — и не только для отдельных случаев, но и вообще. На одной вавилонской таблетке дано численное зна​чение корня квадратного из двух, правильное до шестого деся​тичного знака 1. Конечно, корень из двух, позволяющий уве​личивать данную площадь вдвое, необходим в строительном деле. Но с такой точностью он ни одному столяру или камено​тесу совсем не требуется. В деле строительства вполне можно было бы удовлетвориться двумя знаками, а впрочем, можно даже взять расчеты и погрубее. {303}
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— А помнишь ли ты, — спросил Радикс мальчика, — как с помощью корня из двух удваивается данная площадь?
— Еще бы! Если дан квадрат, а сторона равна единице, то диагональ по теореме Пифагора будет равна корню из двух. Вот и удвоение пло​щади! Умножил сторону на этот ко​рень и получил сторону квадрата с двойной площадью.

— Хорошо!   Знаешь   твердо. Учись, не отставай, и все будет в по​рядке. А мы всегда к твоим услу​гам.
Площадь квадра​та, построенного на диагонали дру​гого, вдвое боль​ше площади по​следнего.
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— Вот что еще мы можем рас​сказать тебе о Древнем Востоке, — добавил Коникос. — Примерно в на​чале первого тысячелетия нашей эры вокруг Средиземного моря про​исходят огромные перемены. К мор​ским берегам из глубины континен​тов приходят новые люди. Бронзо​вые мечи и топоры заменяются же​лезными, гораздо более удобными и дешевыми. Несколько столетий под​ряд на берегах Средиземного моря и его островах бушуют непрерывные битвы. Падает под ударами врага мощное Критское царство, которое было тоже центром культуры брон​зового века. Впрочем, теперь археологи склоняются к мысли, что Критская островная культура могла погибнуть почти внезапно из-за грандиозного извержения вулкана неподалеку, страшного землетрясения и всеразрушающих морских волн, ко​торые называются цунами (они достигают огромной высоты и все уничтожают на своем пути, неожиданно обрушиваясь на сушу, а потом с той же силой стекая обратно в море). А затем под натиском «людей с моря» слабеет Египет. В Греции начинается новая культура, появляются морепла​ватели, купцы, градостроители — люди, пользующиеся боль​шой свободой по сравнению с вавилонянами и египтянами. Греческий город, а не дворец деспота становится хозяином нового мира. Восток пробует подчинить новую культуру — персидские полчища идут на греков и терпят неудачу. И вот в этом мире, где наука освободилась от религии, расцветает {304} новая мысль, жадно впитывающая все, что было создано на Востоке, и перерабатывающая все это древнейшее наследие. Однако все же на территории Вавилона, несмотря на смены народов, научные труды и интересы сохраняются еще дол​гое время. Греческая культура была основана на труде рабов, которых приводили в страну в качестве военнопленных гре​ческие воины. Тем не менее эта новая цивилизация создала нового любознательною человека, которого интересовали мно​гие вопросы, особенно астрономия, а за ней математика, кото​рая развивалась рядом с учением о правильном размышле​нии — логикой.

— Ну, разбираешься ли ты в том, что слышишь? — спро​сил Радикс.

— Кажется, разбираюсь. А если я в, чем-нибудь запутаюсь, я потом спрошу тебя.

— Надо помнить, что новый мир Древней Греции, — взял слово Радикс,— породил людей, которые благодаря своему приволью и богатству занимались наукой не только по необ​ходимости хозяйственной, а независимо от этого, ради жела​ния проникнуть в суть научного рассуждения, в существо ре​шения трудных задач. А затем греческие ученые постепенно стали переходить и к новым задачам, которых древневосточ​ный мир либо не ставил, либо не придавал им особого зна​чения.

— Вот мы вспоминали об удвоении площади, — добавил Коникос,— тут нужен корень из двух. В этом случае всего про​ще взять самое грубое приближение, то есть дробь 7/5, которая иначе 1,4, то есть корень из двух с точностью до первого деся​тичного знака. Если 7/5 возвести в квадрат, получается 49/25, или 1,96, то есть двойка с ошибкой на четыре сотых. Для плотника это отлично. Но греки на этом не хотели останавливаться и стали изучать теорему Пифагора (которую прекрасно знали и на Востоке) и вскоре открыли, что вся трудность не в вы​числении, а в том, что корень из двух совсем необычное число, которое очень легко построить геометрически...

— А как его построить? — еще раз спросил Радикс, обра​щаясь к Илюше..

— Так это будет диагональ единичного квадрата, о кото​ром мы только что говорили! — не задумываясь воскликнул Илья и посмотрел на Радикса.

— Молодец! — похвалил Асимптотос,— Признаться, не ожи​дал от тебя такой прыти!

— ... очень легко построить, — продолжал Коникос, — но невозможно точно вычислить. Вот тогда открыли иррацио-{305}нальные числа, а затем придумали особенное построение, при помощи которого эту величину можно вычислить с любой степенью точности. Одно открытие привело к другому.

— Значит, это было замечательное открытие!

— Конечно! Наука стала объяснять законы счета, прони​кать во все своеобразие этих законов. Халдей говорил: «Делай так, потому что иначе ничего не выйдет!» А грек говорил: «Рассудок учит, что, делая вот так, ты следуешь законам ми​ра чисел, а поступая иначе, ты эти законы безрассудно нару​шаешь, поэтому-то ты в последнем случае и расплачиваешься ошибкой!»

— Но ведь халдей даже не знал об этих законах? — спро​сил Илюша.

— Действительно, не знал, вернее, не догадывался. Да ведь и греки не сразу догадались...

— Но зачем же древневосточным ученым нужен был ко​рень квадратный из двух с такой точностью, которая на прак​тике была им не нужна? — спросил Илюша.

— Прямо ответить на этот вопрос невозможно, — сказал Коникос, — но уж раз мы знаем, что такие весьма точные вы​числения существовали, мы убеждаемся в том, что либо это делалось просто из научной любознательности, либо это были упражнения для учеников. Но и в том и другом случае это все-таки очень похоже на то, что мы теперь называем наукой. Возможно, что некоторые вопросы, вроде теории квадратного уравнения, изучались преимущественно на числовых реше​ниях. Может быть, это не самый лучший способ анализа, но и он давал некоторые результаты. Квадратное уравнение вави​лоняне решали просто: находили два числа по их сумме к произведению... Что ты на это скажешь?

— На основании формул Виета как раз выходит квадрат​ное уравнение:

                 х2 + рх + q = 0.

Сумма его корней равна р с обратным знаком, а их произве​дений = q.
— Вавилонянин решал задачу так: либо эти искомые ве​личины (корни) равны между собой, либо нет. Если нет, то между ними есть некая разность z. Тогда можно написать, что

x1 = — p/2 + z; x2 == — p/2 — z, где z = 1/2(x1—х2). 1 {306}
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Затем   во   второе   уравнение x1·x2 = q подставляем эти значения корней и приходим к известной формуле квадратного уравнения, что нетрудно проверить.

АВ = а; BD = 2а;

СВ = а(2
Илюша немного повозился с расчетами, выяснил, что получает​ся, а затем сказал:
— Но ведь ученый халдей не знал формул Виета?

— Формул, конечно, он не знал, но самый факт определен​ных взаимоотношений между исходными данными такой за​дачи и ее решением не мог быть для него тайной, потому что тогда он не сумел бы так решить задачу. Формулировать это еще не умели и не понимали, может быть, сколь это полезно, но факт был известен. Догадываешься, в чем тут разница?

— Как будто... то есть, как вы говорите, не знали, почему?

— Вот именно,— подтвердил Радикс. — Удвоить квадрат оказалось довольно просто, а основное правило решения вы​ясняется при помощи теоремы Пифагора. Если сторона квад​рата равна а, то мы узнаем х из пропорции:

                                                  _

а : х = х : 2а; х2 = 2а2; х = а.у(2

Ты, наверно, помнишь, как геометрически производится построение средней пропорциональной?

— Конечно! — отвечал мальчик. — Это мы по геометрии проходили. Откладываешь на прямой отрезки, равные a и 2а, и на их сумме, то есть на 3а, строишь полуокружность, радиус которой равен 1,5a. А теперь, если АВ будет отрезок а и 2а отрезок BD, то из точки В ты восстанавливаешь пер​пендикуляр до пересечения с окружностью — это и будет искомая средняя пропорциональная. Доказать, что это так, нетрудно. Теорема Пифагора все тут объясняет.

— Хорошо. Таким образом, тебе, следовательно, ясно, что, применяя это несложное построение, для которого ты поль​зуешься двумя известными тебе по своим свойствам геометри​ческими местами, то есть прямой и окружностью — иначе сказать, линейкой и циркулем,— ты получишь совершенно точно искомую величину. Но затем стал вопрос об удвоении объема. Тут нужен не квадратный, а кубический корень из двух. Ко​нечно, и для него не так уж трудно найти грубое приближение, вроде дроби 29/23, потому что, если эту дробь возвести в куб, получится 24 389/12 167, что равно 2,0045, то есть двойка с ошибкой {307} меньше пяти тысячных. Опять для целей строительства — пре​красное приближение! Но и в этом вопросе, который оброс в Древней Греции разными легендами и широко обсуждался, древнегреческий ученый действует по-особому. И для куба Гиппократ Хиосский вводит в пропорцию еще одну, величину, у, причем он допускает, что между x и у соблю​дается то же соотношение, что и между а и х. Строится про​порция

а : х = х : у  == у : b,
откуда

х2 =  ау; у2 == хb; х4 = а2y2 = a2хb;
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х3 == а2b; 

Положив теперь b = 2а, мы и получаем искомое решение:
                      3___

x3 = 2a3; x = (a2b .

— А тут я  чего-то,  наверно, не  понимаю, — признался Илья. — Зачем  ж  Гиппократу 

понадобились все эти слож​ности 1 с его пропорцией? Ведь то, что ты называешь реше​нием, то есть равенство х3 == 2а3, можно прямо написать из условий задачи. Для чего здесь нужна была эта длинная пропорция?
— Видишь ли, чтобы сообразить, зачем Гиппократу пона​добилась эта сложная пропор-
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ция, надо вспомнить, что греки не располагали современной символикой. Это ты теперь мо​жешь написать сразу:

Построение Менехма

Параболы:

х2 = ау; у2 = 2ах. 
Ищется средняя про​порциональная между а и 2а.
а у греков пропорция была единственным способом для по​строения кратных соотношений между величинами. Следы этого громоздкого пропорционального подхода к подобным во​просам можно заметить вплоть до семнадцатого века вашей эры. Гиппократ придумал нужную пропорцию, и заслуга его в том, что он формулировал решение задачи, то есть он «со​ставил уравнение», которое должен был далее решить геоме​трически, построением. Но Гиппократу это все-таки не удалось. Он только указал общий принцип решения. Решили эту за​дачу другие греческие математики, в том числе Менехм, ученый, который много занимался коническими сечениями (так что три эти сечения даже назывались в его честь «триа-{308}дой Менехма»). Это решение представляет собой нечто бо​лее сложное, нежели извест​ное тебе построение средней пропорциональной. Искомый отрезок х строится при по​мощи двух пересекающихся парабол, поскольку парабола имеет близкое отвошение к средним пропорциональным. Впрочем, другие математики древности дали иные решения, не менее остроумные, и подошли впервые к решению кубического уравнения. Рас​сказ об этой задаче очень по​пулярен среди ученых Воз​рождения, и для нас интерес​нее всего то, что принцип Гиппократа и всех, кто шел по его пути, представляет собой не только решение одной-единствен​ной задачи, а является решением определенного типа задач на две средние пропорциональные. Этот вывод уже греческий.

— Это справедливо, — заметил Асимптотос, — но вот что еще можно отметить. Греческая разработка древневосточной науки привела постепенно греков к убеждению, что геометрия покоится на некоторых общих положениях, из которых путем ясного, простого и последовательного рассуждения можно вы​вести все важнейшие теоремы. Самые размышления стали глубже и проще: вместо того, чтобы покоряться неведомым силам природы, человек стал доискиваться их причин и мало-помалу пришел к заключению, что мировой порядок может быть изложен при помощи вычислений, то есть математически. Разумеется, успехи вавилонских вычислителей-астрономов очень помогли этому. В Греции возникла пифагорейская шко​ла мыслителей, которая учила, что все на свете определяется числом, причем целым. Значение этой школы в том, что она утверждала: мировой порядок есть нечто от человека не зависящее, что законы природы представляют собой не просто что-то таинственное, но нечто сложное, однако постижимое для человека. И вот при разработке этого учения древние мыслители столкнулись с явлением, которого не знал Древний Восток, — с иррациональностью, которая никакими числами точно выражена быть не может. Это открытие разрушило веру в целое число, а с другой стороны, показало, что геометрия в некотором смысле сильнее арифметики, ибо построить корень из двух нетрудно, а вычислить невозможно. {309}

— Значит,— решил Илья,— это и было одним из завое​ваний новой науки?

— Конечно!— ответил Радикс.— Иногда оно выражалось очень странно. Например, утверждали, что геометрия великая наука, а простой счет, которым люди пользуются на базаре, — нечто жалкое и убогое...

— Теперь понять это нетрудно, а тогда... — продолжал Коникос. — Греки постепенно создали такую геометрическую алгебру, где при помощи построений решались довольно слож​ные задачи. Причем весь ход решения, все рассуждения от начала до конца можно было проследить, обдумать и провести с точки зрения логики точно и ясно. Ясное размышление и точное доказательство — вот драгоценный вклад Древней Гре​ции в математику,

— Но ведь все нельзя точно доказать?— усомнился Илю​ша. — Многое люди делают и без доказательства.

— Конечно! — подтвердил Коникос. — Мы и говорили о том, как целые поколения простых тружеников, ремесленников, со временем совершенствуя свое мастерство, добиваются замечательных успехов. А осмыслить эти достижения очень трудно. Догадка — великое дело! И обычно она идет впереди рассуждения. На опыте не только человека, но даже насеко​мого — пчелы, мы видим, что за миллионы лет пчелиное искусство строить соты приобретает такие качества, которые только и можно выразить математически: соты при наимень​шем количестве израсходованного материала (воска) обла​дают наибольшей вместимостью. И это обстоятельство не осталось у греков незамеченным. Но преимущество человека перед пчелой то, что он не только может учить своего преем​ника на живом примере, но может еще кое-что объяснить и записать...

— Все это очень интересно! Расскажите, пожалуйста, еще про, Древнюю Грецию,— попросил Илюша.

— Новый мир Древней Греции, — продолжал Коникос, — был уже в полном своем расцвете. Замечательное различии между людьми из восточных стран, где царили, неумолимые деспоты, и, людьми нового мира, греками, заключалось в том, что раб деспота умел только исполнять повеления, тогда как в греческом, более свободном государстве, человек научился рассуждать, опираясь не просто на приказы, а на подлин​ные законы общежительного мира, которые, в свою очередь, состояли из законов природы и великих достижений человеческого труда и опыта. Греки заимствовали у своих соседей ряд важных социально-экономических нововведений: у одних они заимствовали простую и удобную азбуку, у других — чеканную монету, что в результате очень облегчило торговые связи, а {310} вскоре восточные царства пали под натиском греческого ору​жия. Вспомни-ка походы Александра! А затем в новом богатом эллинистическом мире, где смешались древневосточная куль​тура и греческая городская цивилизация, произошли и новые математические открытия. Великий философ Древней Греции Аристотель, основатель научной логики, учил, что геометрия занимается вещами недвижимыми, если не считать того, что двигается по небу, то есть тела небесные. Но вскоре поня​тие движение вошло и в геометрию. Аристотель в свое вре​мя учил, что точка «не может двигаться», что она есть пересе​чение двух прямых, подобно тому, как прямая — пересе​чение двух плоскостей, а плоскость — граница объема. Но при​шло время новых задач, более трудных, и они потребовали ввести в геометрию движение.
— Вообще,— добавил Радикс,— в древности, а также и в средневековье полагали, что геометрия строится путем чистого рассуждения и как бы независимо от опыта, что, разумеется, неправильно. Отсюда делался необоснованный вывод, что та​кого рода наука в некотором смысле выше наук опытных, так как опыт, дескать, может и обмануть. Греческий философ и математик Платон утверждал, что геометрия «разрушается», если мы «низводим ее к чувственному миру», то есть к миру опыта, вместо того чтобы «насыщать ее невещественными и мысленными образами», то есть плодами чистого рассуждения и размышления. Отчасти это было полезно тем, что люди научились рассуждать абстрактно, а в этом был, конечно, свой смысл. Наконец греки столкнулись с задачами, к которым с помощью таких рассуждений подойти было невозможно. И тогда-то в геометрические задачи и вторглось нечто совер​шенно новое, а именно движение.

— А что же тут такого?— спросил Илюша.— Почему же нельзя рассуждать о движении в математике? Разве это так сложно?

 — Спустя много веков после того, как греки впервые по​думали об этом, конечно, вопрос этот кажется совершенно не​сложным. А в то время это было не так-то просто. Геометрия Востока учила главным образом вычислять площади. Греки сами немало потрудились над определением объемов. Но все это касалось свойств некоторых неподвижных и вполне опре​деленных тел и фигур. Когда же дело коснулось линий, порож​денных движением, то возникло немало споров о том, что та​кое движение, можно ли говорить о нем с той же строгостью и точностью, с какой мы говорим о геометрических соотноше​ниях. И были такие философы, которые утверждали, что гово​рить о движении вообще невозможно, что это понятие разру​шает всю человеческую логику.
— Как странно это! — сказал Илюша. — Впрочем, мне вспоминаются стихи Пушкина:

Движенья нет, сказал мудрец брадатый,

Другой смолчал и стал пред ним ходить.

Сильнее бы не мог он возразить;

Хвалили все ответ замысловатый.

Но, господа, забавный случай сей

Другой пример на память мне приводит:

Ведь каждый день пред нами солнце ходит,

Однако ж прав упрямый Галилей.
Но что же такого в движении, что оно казалось таким неопре​деленным?

— При рассмотрении движения древние мыслители стал​кивались с большим для них затруднением, которое представ​ляло тогда понятие непрерывности, ибо для понимания движения следовало представить себе, что движущееся тело проходит через бесконечное множество промежуточных поло​жений. Вспомни рассказ про Ахиллеса и черепаху из Схолии Двенадцатой.

— Как же они применили движение в геометрии? — спро​сил Илюша.

Сторона ВС опускается вниз; радиус АЕ поворачивается вокруг точки А по часовой стрелке. Кривая BFG назы​вается квадратрисой. Она есть геоме​трическое место точек пересечения двигающихся линий ВС и АЕ. АВ = ВС = АЕ.
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— Ну вот,— сказал Асимптотос, — посмотри, как решил задачу о трисекции угла греческий математик Гиппий Элидский, современник Сократа, в пятом веке до вашей эры. Возьмем квадрат ABCD. Радиусом АЕ, равным стороне квадрата, проведем чет​верть окружности BED. Приведем теперь ра​диус АЕ в совпадение со стороной АВ и бу​дем поворачивать  его по движению часовой стрелки по направле​нию к стороне AD. В то же время будем пере​мещать сторону ВС вниз параллельно ей са​мой так, чтобы это пе​ремещение шло равно​мерно, согласованно с движением радиуса.
— Не понимаю,— ска​зал Илюша. — В каком смысле согласованно? {312}

Квадратриса делит угол на три части.
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— В таком, что обе линии начинают двигаться в один мо​мент, а затем в один и тот же момент сливаются с линией AD. Если они будут двигаться имен​но так, то когда линия BC прой​дет половину стороны АВ, ра​диус АЕ пройдет половину угла BAD. Следовательно, если ли​ния ВС пройдет четверть своего пути, то и радиус АЕ пройдет четверть прямого угла, и так далее. Будем теперь отмечать точки пересечения радиуса АЕ и стороны ВС. Геометрическим местом этих точек пересечения будет кривая BFG, намеченная пунктиром. Очевидно, что мы можем получить любое число таких точек, то есть построить всю кривую BFG. Когда же это сделано, нам достаточно разде​лить сторону CD на любое число равных частей, чтобы разде​лить угол на то же число частей. Если я разделю сторону CD на три части, как показано на этой странице, и проведу через точки H и I линии, параллельные стороне ВС, то точки пере​сечения этих прямых НК и IL с кривой BF1F2G, то есть точки F1 и F2, достаточно соединить прямыми с точкой А, чтобы разделить угол BAD на три части. И подобным же обра​зом можно поступить не только с прямым, но и с любым углом и с любыми его частями, то есть разделить любой угол на лю​бое число частей. Видишь, как все это просто и как остроумно решено.
— Да! — сказал Илюша. — Правда, очень просто! А что же это за кривая?

— Кривая эта называется квадратрисой. Это гораздо более хитрая кривая, чем те, с которыми древние геометры имели дело до нее. Следовательно, древним для решения этой задачи пришлось изобрести новую кривую. Именно это решение и вводит в ход рассуждения движущиеся линии, тогда как раньше речь шла только о соотношениях неподвиж​ных линий. Говорят, философы были недовольны и считали, что это решение не геометрическое, а механическое. Но опыт показывал, что решение получается скоро и просто.

— Вот, значит, — добавил Асимптотос, — и выходит, что, заставив точку непрерывно двигаться и, полагая, что она, дви-{313}гаясь, может начертить кривую, мы и получаем несложное средство для деления угла на любые части. Только в дальней​шем выяснилось, что сама эта кривая значительно сложнее и окружности и параболы. Но тем не менее был найден новый способ для решения задач. Это одна из так называемых «ме​ханических кривых» древности. «Механической» она называ​лась потому, что ее тогда невозможно было обосновать теоре​тически из геометрических соображений. И как ни странно, ни одна из таких «механических» кривых не повлияла непосред​ственно на развитие древней науки. Они стали приносить пользу только уже во времена Ньютона. Древняя математика еще не в силах была осмыслить их. Догадаться, как надо сделать, смогли, а рассудить почему — не сумели. Поэтому и философы ворчали и говорили, что это «не настоящая» гео​метрия.

— Однако имей в виду, — заметил Радикс, — что в руках Архимеда этот способ чертить кривые при помощи движущей​ся точки дал необыкновенный результат.

— Какой?

— Ты, наверно, знаешь, что такое граммофонная пла​стинка?

— Еще бы! — отвечал Илья не без удивления. — У нас их очень много.

— Очень хорошо! — одобрил Радикс. — А теперь скажи, пожалуйста, какую кривую описывает иголка звукоснимателя, когда она бежит по бороздке пластинки?

— Папа говорит, что это спираль...

— Верно. Так эту самую спираль и нашел Архимед. Она так и называется «спираль Архимеда». Точка чертит спи​раль.

— А как она чертит? Я понимаю, как иголка бежит по пластинке. Но как это получается с точкой?

— В проигрывателе пластинка вращается. Но в нашем опыте мы ее оставим неподвижной, а в центре укрепим отре​зок прямой и, пользуясь нашими волшебными возможностя​ми, прикажем отрезку: вращайся вокруг этой средней точки против часовой стрелки (это направление мы будем считать положительным), но при этом увеличивайся в длине в соот​ветствии с углом, на который ты повернулся. Чтобы нам удоб​ней отсчитывать вращение отрезка, мы направо от точки в се​редине проведем горизонтальную прямую и назовем ее поляр​ной осью. Пока отрезок — радиус-вектор — будет еще лежать на полярной оси, угол его с ней равен нулю, а затем он будет увеличиваться. Итак, вперед!

Тотчас в полутьме возникло все, что заказал Радикс: в се​редине светилась оранжевая точка, а от нее направо шла ро-{314}зовая полярная ось. Что-то очень маленькое лежало на этой оси...
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— А, Мнимий Радиксо​вич! Мое почтение! — вос​кликнул Илюша.

И Мнимий, возникший из средней точки, стал вращать​ся, постепенно вырастая, и своим  кончиком   чертить спираль Архимеда. Описав несколько витков, Мнимий исчез, а спираль так и оста​лась висеть в воздухе.
— Эта спираль,— сказал Коникос, — умеет   делить как угодно любые углы. А с ее помощью Архимед даже построил очень точно длину окружности.
Конус  разби​вается на ма​ленькие ци​линдры.
— Длину окружности? — воскликнул  Илюша. — Да ведь это что-то вроде квадра​туры круга! Разве это можно?

— Для такой умницы спирали оказалось возмож​ным, — произнес Коникос 1.
Усеченный конус и цилиндр.
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— Так вот каким образом греки, решая геометриче​ские задачи, пришли, во-первых, к новым основаниям для геоме​трических суждений и убедились до некоторой степени, что геометрия не такова, какой они себе ее представляли; во-вто​рых, они пришли к новым кривым, неизвестным египет​ским вервиетягателям, о которых вспоминал Демокрит. Именно его атомистическая теория, кстати сказать, и привела к новым удивительнейшим открытиям в математике.

— Как же это так? — спросил Илюша. — Ведь атомы — это касается физики и химии. А при чем здесь математика?

— Мы уже говорили о том как связана математика с изу​чением природы, поэтому вполне естественно, что человек, который пришел к убеждению, что весь мир состоит из ато​мов, начинает думать и о том, что геометрические образы, то {315} есть кривые, площади, объемы, тоже как бы составлены из некоторых элементарных частиц. Кроме того, в таком деле играет очень большую роль опыт. В одном своем сочинении Архимед рассказывает, что Де​мокрит нашел объем конуса и показал, что его объем равен одной трети объема цилиндра с тем же основанием и той же высотой. Проверить это на практике, то есть путем опыта, ровно ничего не составляет. Любой слесарь сделает тебе цилиндр, то есть ведерко, и конус. Налей в ведерко воды, смеряй конусом, сколько ее там, и най​дешь это соотношение. Вот что говорит тебе опыт. Если не поверишь первому опыту, можешь повторить его, сделав ци​линдр и конус, например, с другим основанием. И снова ты убедишься, что соотношение это правильно. Необходимо толь​ко найти логический способ, которым можно это доказать без участия слесаря.

— Значит, Демокрит раньше теоремы своей уже знал это решение? — спросил заинтересованный Илюша.

— Возможно, что и так. Возможно и обратное. Может быть, он сперва вывел свою теорему, а потом проверил ее на опыте. Но еще более вероятно, что он узнал ее от слесаря, кузнеца или медника, которые благодаря своему ремеслу стал​кивались с такого рода соотношениями уже не раз. Кстати сказать, теорема эта была доказана со всей необходимой стро​гостью гораздо позже Демокрита. Весь вопрос заключался в том, чтобы вывести это — такое простое на вид — соотноше​ние теоретически. И я не знаю, с чего начал Демокрит: ато​мистическая ли теория привела его к этому решению или это решение привело его к мысли об атомах.

— Как это интересно! — воскликнул Илюша. — Значит, у них и физика, и философия, и геометрия — все было вместе?

— Конечно. Над входом в одну греческую академию было написано: «Да не входит сюда никто, кто не знает геометрии!»

— А как Демокрит решил эту задачу?

— Решил он ее вот как. Он предположил, что конус мож​но весь разрезать на очень тоненькие кружочки, если резать параллельно основанию, то есть на цилиндрики с очень малой высотой. Правило, по которому изменяется диаметр кружков, вывести, не очень трудно. Мы этого пока еще делать не будем, так как сейчас речь не о выводе формулы, а о способе рассуж​дения, с помощью которого ее можно вывести. Теперь до​пустим, что цилиндриков не только очень много и толщина их ничтожно мала, но что число их безгранично увеличивается, а толщина тем же порядком уменьшается. Конус заменяется ступенчатой фигурой из кружков. Конечно, это ступенчатое тело не есть конус, но чем дальше я буду уменьшать толщину кружков, которых будет накопляться все больше и больше, {316} тем меньше это ступенчатое тело будет отличаться от конуса. Допустим, что высота конуса равна 500 мм, а цилиндрики, на которые его режем, сделаны из бумаги, толщина которой при​мерно равна 0,05 мм, следовательно, всего в конусе их будет десять тысяч. Вряд ли такой конус, склеенный из десяти тысяч листов бумаги, можно отличить от сделанного, скажем, из гипса. А так как объемы цилиндров определить нетрудно, то таким путем мы определим и объем конуса.

— Что-то я плохо понимаю, — грустно сказал Илюша.

— Ничего! Не падай духом! Слушай хорошенько и поне​многу поймешь, — подбодрил его Радикс. — Ясно, что когда я заменяю маленький усеченный конус маленьким цилиндром, то делаю ошибку. Но эта ошибка, вычисленная в процентном отношении к измеряемой величине (так называемая «относи​тельная ошибка»), будет сколь угодно мала. Ведь можно взять настолько тонкие кружки, что объем, которым я пренебрегаю, составит, например, менее одной десятой, либо сотой, либо тысячной процента и так далее по отношению к объему конусика (или цилиндрика; считай как хочешь, это неважно). Но раз это так, то нетрудно сообразить, что если суммировать цилиндрики, то и искомый объем большого ко​нуса тоже будет с той же относительной ошибкой, то есть ме​нее одной десятой, либо сотой, либо тысячной процента и так далее по отношению к истинному объему. Следишь ли ты за развитием моего рассуждения?

— Да-да! — ответил поспешно мальчик. — Слежу и пока, кажется, все понимаю.

— Приятно слышать. Ну, слушай далее! Итак, если конус высотой в метр делить на кружки, толщина которых равна од​ному микрону, то есть тысячной доле миллиметра, то велика ли — опять-таки в процентах! — будет разница между объе​мом кружка и объемом усеченного конусика, на которые де​лится конус, если действовать совершенно точно?

— Нет, — ответил Илюша. — Раз каждый кружок будет толщиной в микрон, то наверно разницу-то и заметить будет невозможно.

— Справедливо, — отвечал Асимптотос. — Но ведь у нас нет надобности резать на самом деле конус на кружки, нам до​статочно только вообразить это, ибо мы это делаем только для рассуждения, а если так, то никто не мешает нам допустить, что мы будем разрезать каждый кружок в тысячную долю миллиметра толщиной еще на миллион сверхтончайших круж​ков. Как ты тогда обнаружишь разницу между объемом круж​ка и элементарного усеченного конусика? А ведь в рассужде​нии я могу повторять мое деление на миллион еще любое чи​сло раз. Этот метод деления объема на крайне малые объемы {317} назывался в древности «методом исчерпания», ибо такими крохотными объемами мы как бы «исчерпываем» данный объем.

— Значит, — сказал Илюша, — мы будем все делить и де​лить, и «высота-толщина» цилиндрика-кружка будет изме​няться...

— Как и полагается переменной величине! — сооб​щил многозначительно Радикс.

— Ну да,— отвечал Илюша,— конечно, если она все время меняется, то ясно, что это величина переменная. И так она из​меняется, уменьшаясь и приближаясь,— я думаю, здесь можно сказать — к некоторому пределу!

— Разумеется, — отвечал Асимптотос, — так сказать не только можно, но даже и должно. Но вот вопрос: к какому именно пределу стремится эта твоя «высота-толщина»?

— Мне кажется, — осторожно произнес Илюша, — что если она будет уменьшаться все больше и больше, то естественно, что пределом ее будет нуль.

— А мы уже говорили в Схолии Двенадцатой, — заметил Радикс, — что если переменная величина имеет своим преде​лом нуль, то мы называем ее бесконечно малой. А это обозначает, что какое бы малое положительное число ни за​дать, в течение ее изменений наступит момент, начиная с ко​торого ее абсолютная величина станет и будет оставаться меньше этого числа.

— Это я понимаю, — отвечал Илюша. — Но ведь это еще не все. А что же делается в это время с числом кружков-ци​линдриков? Мне кажется, что число их в это время растет безгранично.

— Разумеется. Однако не забудь о том, что я собираюсь получить при помощи такого деления на кружки вовсе не приближенный объем конуса, а совершенно точный! Ведь мы действительно убедились с тобой, что в процентном отноше​нии к искомому объему разница может быть сделана сколь угодно малой, если мы будем уменьшать толщину цилиндри​ков. Убедились мы также и в том, что если в каждом слагае​мом мы сделаем ошибку меньше тысячной процента, то при вычислении всей суммы общая ошибка не может превысить того же самого процентного отношения. Не так ли? Тебе все здесь ясно?

— Как будто так, — отвечал Илюша. — То есть этот мно​житель-ошибка при суммировании просто выйдет за скобку?

— Ну разумеется! А теперь сообрази-ка, что же полу​чится в пределе. Разницу между истинным объемом конуса и суммой можно сделать меньше 0,001, или меньше 0,000001 процента, то есть одной миллионной, или меньше {318} 0,00000 00000 00000 0001, то есть одной десятиквинтиллионной процента.

— Постой-ка!— воскликнул Илюша.— А нельзя ли изо​бражать и десятичные дроби через отрицательные степени «десяти»?

— Разумеется, можно. 101 будет 10; 10—1 — единица, делен​ная на 10, то есть 0,1, ибо,

10—1 = 10n/10n+1 = 1/10 = 0,1,

а следовательно, 10—2 будет 0,01, и так далее.

— А тогда, — сказал Илюша, — эти проценты я запишу так: вместо 0,000001—10—6 , а вместо 0,00000 00000 00000 0001— 10—19. Но если делать так, то, значит, можно и здесь воспользо​ваться самыми громадными делителями единицы, вплоть до того невероятного архимедова числа в сто шестьдесят биллио​нов километров длиной, о котором мы говорили в Схолии Де​сятой. Слушай, Радикс! Скажи мне, пожалуйста: может быть, Архимед именно это и имел в виду, когда сочинял «Псам​мит»?

— Весьма вероятно! И очень хорошо, что ты сам теперь это понял.

— Но если, — продолжал далее мальчик, — точность сум​мы неограниченно возрастает за счет увеличения числа ци​линдров и утончения их, то ясно, что в пределе я и получу совершенно точно искомую величину!

— Так, — отвечал Коникос — Вот выходит, что «чем боль​ше ошибок ты сделаешь, тем лучше окажется твой результат», ибо чем больше ошибок, тем каждая из них меньше. А отсюда ясно, что ты действительно имеешь возможность при вычисле​нии объема конуса разбивать его на тончайшие слои и считать каждый слой цилиндром, пренебрегая теми крохотными ко​лечками (они у нас останутся, если из каждого цилиндрика вычесть соответственный усеченный конусик), которые пред​ствляют собой бесконечно малые более высокого порядка. А это уже величины такой малости, что по сравнению с ними бесконечно малые первого порядка, о которых мы до сих пор говорили, суть величины бесконечно большие.

— А все-таки есть одна вещь, которую мне очень трудно усвоить! — вздохнул Илюша — Как это так можно чем-нибудь пренебрегать в математике?

Длина окружности не может   быть  больше периметра  описанного многоугольника и мень​ше периметра вписан​ного. Однако если бес​конечно удваивать чис​ло сторон многоуголь​ников, то оба периметра будут приближаться к длине окружности, как к пределу.
 — Чем можно пренебрегать, а чем нельзя, мы узнаем пер​воначально, разумеется, из опыта. Замечательный физик и мыслитель девятнадцатого века Больцман утверждал, рас-{319}суждая о вопросах, близких к тем, о которых мы сейчас говорим, что не логика решает в конце концов, правильна ли данная система раз​мышлений или неправильна. Ре​шает этот вопрос дело, то есть наша человеческая повседневная деятельность. «То, что ведет нас к верному делу, — говорил Больц​ман, — то и есть истина». И если бы мы с помощью данных рассуж​[image: image51.png]


дений не могли достигнуть неко​торых неоспоримых практических результатов, то никогда и не мог​ли бы установить, как же, нако​нец, следует рассуждать — так или иначе. Если я путем такого процесса бесконечного уменьшения слагаемых кружков получаю правильное решение, то, следова​тельно, и способ мой правилен. Конечно, затем нужно обсудить теоретически, обосновать и осмыслить все эти операции. Оче​видно, что можно так обращаться с конусом только в том случае, если есть возможность убедиться, что этим путем я действительно могу приблизиться к некоторому пределу. И вот так-то, перерешав бесчисленное множество таких задач, люди и научились складывать бесконечно малые величины и узнали постепенно их свойства. Ничего нет удивительного в том, что человек, который никогда не имел дела с бесконечно малыми, не знает, как с ними обращаться. Что же касается понятия предела, то тут вот что можно сказать для выяснения. Ясно, что периметр вписанного многоугольника, если мы будем по​следовательно удваивать число его сторон, должен безгранич​но приближаться к длине окружности. Стать больше ее он не может, ибо ведь он вписанный, а не описанный, но уве​личиваясь, он все тесней и тесней приближается к ней по мере новых удвоений его сторон. Отсюда мы можем прийти к опре​делению длины окружности как предела периметров вписан​ных многоугольников, если мы безгранично удваиваем число их сторон. С другой стороны, и периметр описанного много​угольника при бесконечном удвоении числа сторон также бу​дет стремиться, уменьшаясь, к тому же пределу, то есть к дли​не окружности. Стать меньше ее он не может, так как он описанный, а не вписанный. Длина окружности лежит все​гда между периметром описанного и периметром вписанного {320} многоугольников.  Она меньше первого и больше второго. И оба стремятся к ней. Поэтому можно проверять одно при​ближенное решение при помощи другого и установить гра​ницы, между которыми лежит искомая величина, наподобие того, как Архимед установил, что правильное значение корня квадратного из трех лежит между двумя неправильными дро​бями.

265/153 и 1351/780,

 (если взять корень из трех с точностью до семи десятичных знаков, то есть до одной десятимиллионной, то первая дробь дает значение корня из трех с недостатком в 247 десятимилли​онных, а вторая с избытком в пять десятимиллионных). Архи​мед, кстати, при вычислении длины окружности пользовался вписанным и описанным многоугольниками с девяноста шестью сторонами. Однако это касается уже самого вычисления, и там, разумеется, ты волен остановиться на таком приближе​нии, которое кажется нужным. А выкладки дают способ вычисления. А какая нужна точность в каждом данном слу​чае — это уже дело твое. Повторим теперь еще раз знакомый нам из древности пример убывающей геометрической прогрес​сии. Пусть ее первый член будет равен единице, а знамена​тель — половине. Тогда предел, к которому стремится ее сумма, будет равен двум целым. И это очень легко заметить. Вот эта прогрессия:

1; 1/2; 1/4; 1/8; 1/16; 1/32; 1/64 ...

Теперь запишем последовательные суммы:

1 = 1

1 + 1/2 = 11/2

1 + 1/2 + 1/4 = 13/4

1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 = 17/8

1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 = 115/16

1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 = 131/32

1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + 1/64 = 163/64

.......................................{321}

Но

1 = 2 — 1

11/2 = 2 — 1/2
13/4 = 2 — 1/4
17/8 = 2 — 1/8
115/16 = 2 — 1/16
131/32 = 2 — 1/32
163/64 = 2 — 1/64
откуда ясно, что каждый следующий член этого ряда сумм бу​дет все ближе и ближе к двойке.

— Да-да! — сказал Илюша. — Вот как раз именно так мы с Радиксом делили яблочко в Схолии Двенадцатой. Я сразу сейчас вспомнил.

— Вот именно. Однако самый процесс разыскания преде​лов отнюдь не так-то прост, и в нем очень легко ошибиться. Например, не во всякой геометрической прогрессии сумма имеет предел. Если взять геометрическую прогрессию с пер​вым членом, равным единице, а знаменателем минус единице, то получим следующий ряд:

1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + 1 —...

Попробуем вычислить сумму такого ряда. Если я напишу ряд в таком виде:

S = (1 — 1) + (1 — 1) + (1 — 1) + (1 — 1) +...

то очевидно, что сумма его равняется нулю. Однако стоит его изобразить иначе:

S = 1 — (1 — 1) — (1 — 1) — (1 — 1) —...
и получится в сумме не нуль, а единица! Но я могу при​думать еще одно начертание:

         S = 1 — (1 — 1 + 1 — 1 + 1 —...)

и тогда сумма S будет, очевидно,

S = 1 — S. {322}

Получающееся   уравнение, как ты видишь, решить не​трудно, но в таком случае сумма равняется уже и не единице и не нулю, а просто половине! Из ряда подоб​ных «вычислений» можно за​ключить, что о сумме такого ряда говорить в том же смысле, в каком мы говорим о сумме конечного числа чле​нов, невозможно. Математи​ки бились с этим рядом очень долго, пока не убедились на​конец, что прежде чем гово​рить о сумме бесконечного ряда, надо сперва точно оп​ределить, что следует пони​мать под этими словами. В данном случае то общее определение, согласно кото​рому мы под суммой беско​нечного ряда
1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + ...

понимали pacсмотренный вы​ше предел, то есть двойку, нам совершенно не подхо​дит, так как последовательные суммы нового ряда попеременно равны то единице, то ну​лю, и ни к какому пре​делу не стремятся. В этом смысле мы мо​жем теперь сказать, что та​кой ряд вовсе не имеет суммы, а следовательно, все рассуждения о том, «чему же равно выра​жение 1 — 1 + 1 — 1 + 1 —... и так далее до бесконечности», про​сто бессмысленны. Так вот, если ты устано​вил, что можешь миновать такого рода трудности, то можно поль​зоваться этим в высшей степени удобным способом. То, что я тебе изложил, в целом есть завоевание уже гораздо более поздних вре​мен. Са​мый вопрос о бесконечно малых и о пределах настолько сложен, что греки не смогли с ним справиться. Против деления пло​щадей и объемов на бесконечно малые составляющие было выдви​нуто очень много возражений, и некоторые из них ка​зались вполне основательными. Говорили, например, что из {323} целой массы величин, которые почти не отличаются от нуля, нельзя составить конечной ве​личины — «из ничего и выйдет ничего».
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— Да, — сказал Илюша, — а ведь это очень похоже на правду!

Надо найти площадь АВС0. Сумма площадей прямо​угольников, начер​ченных сплошыми линиями, будет меньше искомой пло​щади; эта же сумма с добав​лением площадей пунктир​ных прямоугольников бу​дет больше искомой пло​щади. Но если число прямо​угольников бесконечно уве​личивать, то основа​ния их станут бесконечно малыми и как сумма «входящих», так и сумма «охватывающих» прямоуголь​ников будут обе бесконечно при​ближаться к искомой площади и в пре​деле будут ей равны.
— Похоже, конечно, — отвечал Радикс, — но есть одно об​стоятельство, которое это правдоподобие нарушает. Если взять бесконечно малую величину и повторять ее слагаемым конеч​ное число раз, то, несомненно, получится снова величина бес​конечно малая. Но если рассматривать сумму неограниченно возрастающего числа бесконечно малых, то нельзя ручаться, что будет величина бесконечно малая. То есть в одном случае окажется нуль, но в иных можно получить некоторую конечную величину, отличную от нуля. Разумеется, все это должно делать обдуманно и с рядом самых серьезных предо​сторожностей. Кстати сказать, Паскаль на упрек, выраженный в фразе «из ничего и выйдет ничего», отвечал, что он вовсе не суммирует нули, а разбивает некоторую конечную вели​чину, которая ему дана. Такое разбиение отнюдь не равнознач​но уничтожению этой величины.

— Вот именно,— сказал Коникос.— Но такие подробно​сти, в данном случае очень важные, ускользали от внимания древних математиков. И тем не менее начало этого дела было ими положено. А в дальнейшем Архимед, опираясь на работу Демокрита и других развил этот способ. Он нашел площадь сегмента параболы, поверхности шара, сумму квадратов нату​рального ряда и сделал еще немало других открытий. Исто​рики рассказывают, что он до того был предан геометрии, что его слугам приходилось чуть не насильно отрывать его от за​нятий и кормить. Он был убит при взятии города Сиракузы римлянами. Говорят, будто это произошло случайно, что пред​водитель римского войска Марцелл отдал даже особый приказ пощадить великого ученого. Архимед много помогал своим со​гражданам при осаде города Сиракузы, организовав всю за​щиту своего родного города.

— А правда, что он сжег римский флот при помощи ка​ких-то особенных зеркал? — спросил Илюша.

— Нет! — отвечал Радикс. — Это сказка, которую выду​мали в средние века. Уже Кеплер смеялся над ней. Зеркалом, разумеется, можно зажечь дерево, но для того, чтобы на рас​стоянии километра это сделать, надо изготовить зеркало диа​метром в полкилометра... Вот этот-то Марцелл и назвал Ар​химеда «Бриареем геометрии», сравнив его со сказочным сто​руким чудовищем.

— А как же называется этот способ вычисления площадей фигур вроде параболы и тому подобных? {324}

— Ты хочешь сказать «площадей криволинейных фигур»? Этот способ теперь в математике называется интегрирова​нием.

Вдруг все замолчали, напряженно вглядываясь во что-то, что было за спиной Илюши.

Мальчик обернулся и увидел громадную тень Великого Змия, повисшую в воздухе.
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Схолия Шестнадцатая,

где выясняется, какие прекрасные математические плоды на​шел однажды астроном Кеплер. Затем Радикс знакомит Илю​шу поближе с его старой приятельницей касательной, и тут он узнает, что эта линия является волшебницей, умеющей делать самые настоящие чудеса, а кроме того, объясняются некото​рые необъяснимости, как, например, почему Илюша не может закинуть камень в 20 граммов весом за полкилометра, хотя, согласно тройному правилу, это вполне возможно. Дальше вы​ясняется, как наконец подружились Кеплер и Галилей с Аполлонием и Архимедом, кто мешал этой дружбе, и что из этого получилось, и как после этого Исаак Ньютон пришел с простыми и умными гипотезами и со своим «микроскопом» в царство тех могущественных карликов, которых мы назы​ваем бесконечно малыми, и как они научили людей познавать законы природы.

Громадный призрак исчез. Радикс и Илюша поблагодари​ли любезных старичков и собрались уходить.

— Постой, — сказал Коникос, — а ведь ты не попробовал еще нашего замечательного кваску. Выпей-ка!

Илюша взял большой красивый стакан, в который Кони​кос налил квас из фонтана, и стал пить. Было очень вкусно. Однако Илюша заметил, что с каждым глотком квас менял вкус. Сначала он явно был яблочный, затем напоминал лимон, а потом стал пахнуть айвой. {326}

— Очень вкусно! — сказал Илюша. — Но только почему, когда его пьешь, то вкус все время меняется?

— Потому,— наставительно сказал Коникос,— что этот фонтан есть источник имени великого Кеплера, ученого на​чала семнадцатого века. Он первый после долгого и бесплодного перерыва возобновил работу над сложением бесконечно малых частиц, начатую Архимедом. И он-то и вычислил объем тела, получаемого от вращения части круга, несколько боль​шей его половины. Это тело похоже на яблоко. Вот почему наш квас и пахнет этим кеплеровским яблоком. При враще​нии части круга, меньшей половины, он получил другое тело и назвал его лимоном. А из вращения большей части эл​липса он получил новое тело, которое назвал айвой. Из вра​щения меньшей части эллипса он получил оливу. Вот какие плоды были у Кеплера! А кроме того, он нашел объемы еще многих других тел.

— А теперь это сладкое вино!— воскликнул Илюша.

— А это потому, — сказал, улыбаясь, Асимптотос, — что Кеплер ведь занимался еще вычислением объемов винных бо​чек. Его работа так и называется «Новая стереометрия вин​ных бочек». Она вышла в тысяча шестьсот шестнадцатом году.

— Очень вкусно!— заключил Илюша. Затем они распростились с добрыми хозяевами сыроварни, получили на дорогу по большому куску сыра и отправились восвояси.

 — Все это очень интересно, — сказал Илюша, — но все-таки я не совсем понимаю, как это делается.

— В семнадцатом веке, — сказал Радикс, — было уже до​вольно много ученых, которые занимались такими вопросами. Развивалась алгебра, и в решениях разных задач стало легче разбираться. Когда ты решаешь задачу арифметически, то числа после перемножения или сложения сливаются воедино, и ты уже не можешь следить за тем, что с ними происходит в течение решения. А в алгебре весь ход решения задачи у тебя перед глазами, и его легко исследовать. Греки занимались гео​метризованной алгеброй. Арабы много сделали для самой алгебры. В их среде были крупные ученые. Некоторые из них продолжали и даже развивали работы Архимеда по суммиро​ванию бесконечно малых. Но настоящая алгебра связана уже с европейской математикой, в частности с именем Виеты, теорему которого ты, конечно, помнишь. Затем, как мы уже говорили, замечательный французский философ и математик Декарт открыл аналитическую геометрию и ввел в употребление метод координат, хотя попытки такого рода были сделаны еще греками, а затем Орезмом в четырнадцатом веке. Это было шагом в сторону, противоположную греческим {327} ученым, — это было алгебраи[image: image53.png]


зацией геометрии. Это открытие дало науке очень много новых возмож​ностей.

Вращая около этой оси часть кру​га, большую его половины, мы по​лучаем яблокообразное тело.
— А что это были за воз​можности?— спросил Илюша.

— Дело, видишь ли, тут вот какое. Если ты умеешь составить уравнения прямой или кривой, то, получив их, можешь действовать с эти​ми уравнениями, как, с ал​гебраическими выражения​ми, что гораздо проще, чем возиться с геометрическими построениями. Если, напри​мер, надо найти точку, где пересекаются две кривые, то, зная, как написать их урав​нения (другими словами, зная, как выражается игрек через икс для одной из кри​вых и как выражается игрек через икс для другой), приравнивают эти алгебраические вы​ражения друг другу и решают обычным путем получившееся таким образом уравнение относительно икса. Решение дает абсциссу искомой точки. Подставив икс в любое из уравнений, ты находишь и ординату, то есть значение игрека. Ну вот, к примеру, у нас есть две прямые:
Вращая около этой оси часть круга,   мень​шую его поло​вины, мы по​лучаем лимо​нообразное тело.
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у1 = 25 + 19х;

у2 = 5 + 9х.

Спрашивается: где пересекаются эти прямые? Другими сло​вами, требуется; найти координаты точки пересечения этих прямых. Совершенно очевидно, что в искомой точке и у1 и у2 имеют одно и то же значение, а следовательно, мы найдем абсциссу точки пересечения из такого уравнения:

25 + 19х = 5 + 9х.

Решая это уравнение, находим, что 
х = —2. {328}

Чтобы найти ординату точки пересечения, подставляем найденное значение икса в любое из уравнений прямых и по​лучаем:

у = —13.

Итак, координаты точки пересе​чения найдены, они равны:
—2; —13.

Если тело обрезать сверху и снизу, получается бочка, объемом которой интересо​вался Кеплер. Еще более близкое к бочке тело мож​но получить из эллипса подобным же образом.
Когда Декарт, говорят, привел в порядок все эти свои открытия, то он сказал: «Я решил все гео​метрические задачи». И это было справедливо в том смысле, что, владея его методом, можно было решить почти все задачи, извест​ные в то время. Для примера того, как расширялись возможности на​ших суждений, вспомним парабо​лу. Сперва греки говорили, что парабола есть сечение конуса плос​костью, параллельной образующей конуса. Затем, после того как было формулировано понятие гео​метрического места и оценено зна​чение этого понятия, они опреде​лили параболу так: это геометри​ческое место точек, равноотстоя​щих от прямой и точки (дирек​трисы и фокуса). А по методу Декарта легко показать, что пара​бола — это график квадратного трехчлена. Чисто геометрическое построение сроднилось с чисто алгебраическим. Причем и то и другое очень выиграло в смысле наглядности и простоты. Таким образом, ум математика освобо​дился от целого ряда мелких, но хлопотливых трудностей, и это помогло заняться более важными работами. Геометрия и алгебра как бы слились в одну науку, и их сила увеличилась от этого во много раз. Алгебра позволяет пре​образовывать уравнения, выра-{329}жающие геометрические соотношения, а геометрия наглядно представляет смысл многих алгебраических зависимостей и преобразований. Можно теперь высказывать очень странные на первый взгляд суждения, например, что у квадратного трех​члена есть ось или фокус. И ты будешь прав: действительно у геометрического образа [image: image55.png]


квадратного трехчлена, то есть у па​раболы, имеется и то и другое. А есть ли смысл в таких «странных» замечаниях? Представь себе, что есть, и вот при​мер. Что это, собственно, означает, что у квадратного уравне​-{330}ния имеются два корня? Это значит, что парабола на графике дважды пересекает ось абсцисс, или ось иксов, как мы это выяснили в Схолии Двенадцатой. Что значит, что у квадрат​ного уравнения нет вещественных корней? Это значит, что соответствующая на графике данному квадратному трехчлену парабола совсем не пересекает оси иксов — она вся находится либо выше этой оси, либо ниже ее. Если взять уравнение третьей степени:

Один вещественный корень и два комплексных.
х3 + Ах2 + Вх + С = 0,

то у него должно быть три корня, например:

х1 = а; x2 = b; х3 = с,

теперь можно составить такое уравнение:

(x — a)(x — b)(x — c) = x3 — x2(a + b + c) + х(ab + ас + bс) — abc = 0,

откуда следует, что коэффициенты уравнения третьей степени связаны с корнями следующим образом:

А = — (а + b + с); В = аb + ас + bс; С = —аbс.
Рассмотрим теперь, что обозна​чает геометрически утвержде​ние о трех корнях. Если мы напишем

у = х3 +Ах2 + Вх + С,

Три вещественных корня. {331}
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то будем иметь дело с кри​вой, которая сперва подни​мается вверх, доходит до неко​торого максимума, потом опу​скается, доходит до некоторого минимума, а затем снова начи​нает подниматься. Разумеется, все это может идти и обратным порядком (то есть сперва будет  мини[image: image57.png]


мум, а потом максимум), в зависимости от знака перед х3 (все эти кривые называются кубическими параболами, параболами третьего порядка). Но если кривая имеет такую форму, то ясно, что она либо пересекает ось иксов трижды, и тогда все три корня кубического уравнения вещественны, либо пересекает ее только однажды, и тогда у него есть лишь один вещественный корень и два других — комплексные. Все рас​суждения чрезвычайно упрощаются. Что же касается тех пре​имуществ, которые дает алгебра, то легко рассудить, что го​раздо проще написать

х2 = аb,

Касательная к окружности перпендикулярна к радиусу.
чем выполнить построением и записать такое утверждение: «Квадрат, построенный на отрезке, длина которого равняется х, равновелик прямоугольнику, одна сторона которого равна а, а другая равна b». Тут надо вот еще что иметь в виду. Геомет​рия древних, как отчасти и геометрия вообще, отличается тем, что там нет общих способов и чуть ли не каждая задача решается по-своему. Греки проявили в таких решениях просто гениальное остроумие, но им не хватало того, что ныне мы называем общностью. Они сделали все, что было возмож​но при отсутствии общих методов, а далее вынуждены были остановиться. Труды Архимеда были замечательны еще тем, что он в связи с развитием в его время естественных наук (особенно астрономии) обратил внимание на измерение и вы​числение, но и у него общие методы не выработаны, а толь​ко намечены. Труды средневековых алгебраистов и математиков эпохи Возрождения много сделали для объединения и система​тизации математической работы. Декарту же вместе с Ферма посчастливилось, соединив воедино геометрию с алгеброй, дать {332} математикам в руки способ (метод) для рассмотрения и ре​шения труднейших задач, где геометрия и алгебра помогают друг другу. Именно метод координат и аналитическая геомет​рия помогли решить одну замысловатую задачу, над которой математики бились с давних пор.

— А какая это задача? — спросил Илюша.

— Это была знаменитая задача о проведении касатель​ной. А построить касательную к окружности нетрудно.

— Конечно, — отвечал Илюша, — потому что эта касатель​ная перпендикулярна к радиусу.

— Правильно. Ну, а как ты проведешь касательную к лю​бой другой кривой? Ну, например, к той же параболе? Или к кривой обратных величин, то есть к гиперболе? У параболы, например, нет радиуса.

Илюша задумался.

— А что, если сделать так. Например, надо провести каса​тельную к данной точке параболы. Я начерчу окружность, очень похожую на параболу на этом ее кусочке, вроде тех кру​гов, которыми Коникос мерил кривизну. А к окружности каса​тельную провести ничего не стоит.

— Представь себе, что и мысль Декарта шла примерно та​ким же образом. Нужно тебе сказать, что и до Декарта математики проводили касатель​ные к различным кривым, но только у них не было общего правила для этого. Перпен​дикуляр к касательной, как мы уже говорили в Схолии Четырнадцатой, называется нормалью кривой в дан​ной точке. Так вот Декарт и нашел общее правило для построения нормалей. А от​сюда уже не так-то трудно перейти и к самим каса​тельным.
Кривая  сначала  поднимается (ордината ее растет), и каса​тельная образует с положитель​ным направлением оси абсцисс острый угол (.
Кривая затем спускается (орди​ната ее убывает), и касательная образует с положительным на​правлением оси абсцисс тупой угол (. {333}
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— Это интересно, — ска​зал Илюша. — Но разве это так важно — уметь провести касательную к любой кривой?[image: image59.png]



В точке, соответствующей х, кри​вая достигает максимума и касатель​ная становится параллельной оси абсцисс.
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— Сперва казалось, что это просто одна из трудных геометрических задач. Одна​ко Декарт во второй книге своей «Геометрии» писал: «Я готов даже сказать, что эта задача является самой полезной и обладает наиболь​шей общностью не только из тех задач, которые мне изве​стны, но даже изо всех тех, которые мне хотелось когда бы то ни было узнать». Кеп​лер в своем сочинении о стереометрии винных бочек отметил некоторые особые свойства кривых, которые тесно связаны с касательны​ми их. Мы вот сейчас гово​рили о том, что у кубической параболы есть максимум и минимум. Если ты внимательно посмотришь на график этой кривой, то заметишь, что ордината этой параболы сперва растет очень скоро, а потом все медленнее и медленнее. В точ​ке максимума ее рост прекращается, а потом начинает падать.

— Так,— сказал Илюша.— А с минимумом наоборот: па​дает, падает, потом останавливается в точке минимума, а по​том снова начинает расти.

— Молодец!— похвалил Радикс. — Кое-как соображаешь. {334}

— Кое-как могу, ког​да не очень трудно, — отвечал мальчик,— да и то потому, что ты по​могаешь.

Чем скорее растет ордината кривой, тем больше угол ( и его тангенс.
— Отчего же и не помочь человеку, если он старается разобрать​ся в том, что ему объ​ясняют! Ну, а теперь пораскинь-ка мозгами и ответь мне на такой во​прос: что будет делать касательная к этой кри​вой, если я буду строить ее для различных точек кубической параболы и на чертеже брать эти точки одну за другой слева направо до мак​симума и после него? Как будет наклонена касательная по отноше​нию к положитель​ному направле​нию оси абсцисс?
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— По-моему, — ска​зал Илюша, — она до максимума будет на​клонена в одну сторону, а после максимума — в другую.

График пара​болы четверто​го порядка.
— Это верно, — ска​зал Радикс, — а поточ​нее? Какой угол будет образовывать касатель​ная с положительным направлением оси абс​цисс, если мы продол​жим касательную до пе​ресечения с этой осью — до максимума и после него?
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— До максимума.— ответил Илюша. — кри​вая поднимается, зна-{335}чит, верхняя часть касательной будет образовывать с положи​тельным направлением оси абсцисс острый угол, а после макси​мума кривая опускается, значит, верхняя часть касатель​ной образует с положи​тельным направлением оси абсцисс тупой угол.
У этой кривой два максимума и один мини​мум (или на​оборот);   она пересекает ось абсцисс   два​жды...
...или четырежды.
— Круглая пятерочка! — воскликнул Радикс. — Отвечай, юноша, что же будет с касательной в точке максимума?
— Не знаю!.. Ах да! Очень просто. Она будет параллель​на оси абсцисс. Она ведь скользит по кривой и поворачивает​ся, а в точке максимума станет совершенно горизонтально. А потом уже повернется в другую сторону.
— А почему она поворачивается?

— Потому что ордината кривой, приближаясь к макси​муму, растет все медленнее, а потом, после максимума, сейчас же начинает уменьшаться.
— Молодчага! — сказал Радикс. — Вот тебе и ясно, какая польза от касательной. Она показывает, как изменяется скорость роста ординат кривой, указывает, где на​ходится максимум или минимум. При ее помощи можно ре​шать задачи на нахождение максимумов, имеющих очень боль​шое значение в технике. Как сделать из данного куска железа цилиндр наибольшей вместимости? Как сделать брус, который обладал бы наибольшей прочностью? Все эти задачи решаются при помощи метода касательных. А чтобы все было проще и ясней, мы просто будем рассматривать угол, который каса​тельная образует с положительным направлением оси абсцисс, и характеризовать его при помощи его тангенса. Мы всегда можем построить прямоугольный треугольник, где от​резки, параллельные осям координат, будут катетами и гипо​тенуза будет направлена по касательной. Этот треугольник впервые был построен Архимедом при изучении спиралей, а затем после Паскаля и Барроу (ко времени Ньютона) он стал важным орудием анализа и сыграл немалую роль в раз​витии математики. Отношение катетов этого треугольника и будет искомым тангенсом угла наклона касательной к положи​тельному направлению оси абсцисс.

— Вот уж не подумаешь сразу, что касательная такая по​лезная линия! — сказал Илюша. — А греки знали об этом?

— И Архимед и Аполлоний Пергейский, вероятно, пони​мали это. Но раскрылось в подробностях все гораздо позже. Теперь припомним, как шло дело дальше. Греческая наука за​мирает. После падения Рима ей не только не помогают, а с ней борются. Монахи уверяют, что надо жить не рассудком, а ве​рой, и в силу этого добираться до тайн природы грешно. Надо смотреть на природу и удивляться ее могуществу — и все! А затем начетчики Византии — люди начитанные, но плохо {336} умеющие критиковать свои собственные знания, постепенно договорились до того, что греческие математики и философы были просто говоруны, а не ученые. Этим начетчикам трудно было пользоваться научными завоеваниями Древней Греции: они не знали, что с ними делать. Древние рукописи еще пере​писывались, но на этом дело, по-видимому, и кончалось. Затем у арабов все как бы начинается заново. Они изучают древних греков, а также первоначальную алгебру Индии. Арабы поне​многу продвигаются вперед в том деле, которое начал Архимед. Если Архимед сумел вычислить площадь параболы, то один из арабских ученых, математик и астроном Ибн-Альхайтам, живший в начале одиннадцатого века нашей эры, нашел пло​щадь кубической параболы и параболы четвертого порядка, с которой ты немного знаком по биквадратным уравнениям. Кое-что из арабских математических сочинений постепенно проса​чивается в Европу. Некоторые предприимчивые европейцы даже ухитряются попадать в арабские университеты, как, на​пример, в Кордову в Испании, хотя это была опасная штука и студент-христианин рисковал головой в мавританском универ​ситете. Во время крестовых походов влияние арабской науки, стоявшей значительно выше европейской, еще усиливается. Народы Европы начали сомневаться в могуществе церкви, ко​торая подняла все их страны на бесполезные войны. Некото​рые люди открыто говорили, что если арабы сильнее европей​цев, то, значит, и культура их выше. А так как культурными людьми в то время были преимущественно клирики, то есть люди из духовенства, то в Европе начали раздаваться голоса, утверждавшие, что, может быть, и религия арабов лучше хри​стианской. Это привело церковников в ужас, и они всеми воз​можными средствами стали бороться с арабской культурой. И тормозить всякую научную работу. Дошло до того, что Парижский университет однажды постановил, что тот, кто пу​блично противопоставляет Аристотеля, переделанного католи​ческим духовенством на свой лад, арабским ученым и согла​шается с ними, достоин смертной казни. Просто и ясно! Но все-таки люди думали и понемножку работали. А затем араб​ские халифаты пали под ударами новых завоевателей — монго​лов и турок. И вот, когда пала Византия, то беженцы-греки; как мы уже тебе говорили, привезли в Италию целый ряд драгоцен​ных сочинений греческих математиков и философов. Сочине​ния эти стали переводить, изучать и печатать. А это оказалось мощным толчком для всей европейской науки. И, преодолевая чудовищные препятствия схоластических и церковных бред​ней, к семнадцатому веку наконец появились замечательные работы великого Галилея. Его современник Кеплер изучал по методу Архимеда площади и объемы криволинейных фигур. {337} Кеплер первый ввел в астрономию сперва овальную линию, о которой он узнал из работ живописца Альбрехта Дюрера, а затем конические сечения, выяснив, что Земля ходит по эллип​су вокруг Солнца, находящегося в одной замечательной точке внутри эллипса. Это показало людям науки, что геометрические законы вплотную примыкают к законам природы. Понимаешь, как это было важно! А Галилей начал изучать законы паде​ния тел, то есть законы движения. И затем, после долгих и очень трудных опытов с наклонной плоскостью, ему удалось показать, что брошенный камень, стрела, выпущенная из лука, пуля, которая вылетает из пищали или мушкета, и струя воды из бочки или фонтана движутся тоже по одному из ко​нических сечений, а именно по параболе. Таким образом, ко​нические сечения из геометрии попали в астрономию и меха​нику с великой пользой для этих последних. Ты уже слышал, как церковь расправилась с Галилеем. Сочинения Кеплера тоже были признаны греховными и «богопротивными», и доб​ропорядочным католикам было воспрещено их читать под угрозой «отлучения от церкви», а это наказание в то время обозначало потерю всех гражданских прав. Но как ни бились монахи, на какие чудовищные жестокости они ни решались, ничто не могло остановить движения науки вперед. Когда люди увидели, что математика помогает и в механике и в аст​рономии, они постепенно перестали верить монахам, и те на​чали неохотно и осторожно, но все-таки отступать. Теперь, я думаю, ты понимаешь, что когда после работ Кеплера и Га​лилея математики не только не стали отворачиваться от поня​тия движения, но вплотную занялись им, то первое, о чем им пришлось подумать, это был вопрос о скорости движе​ния. А чтобы ты составил себе хотя бы некоторое представле​ние о том, до чего все это было трудно, я расскажу тебе, как бились до Галилея с вопросом о скорости. Аристотель, напри​мер, учил, что закон инерции есть закон сохранения покоя, неподвижности, и так именно и думали даже самые замеча​тельные умы Возрождения, как, например, великий худож​ник, механик и математик Леонардо да Винчи, Кардан и дру​гие. Один из предшественников Галилея, Телезио, уже знал, что падение тела есть ускоренное движение, но он не пытался выяснить законы и обстоятельства этого, а просто пояснял это литературной аналогией, сравнивая падающее тело с уставшим путником, который, подходя к цели путе​шествия, ускоряет шаг. Мыслитель не только должен был найти в себе силы, чтобы оторваться от этих чисто словесных, а стало быть, беспомощных сравнений и аналогий, но должен был пойти по совершенно новому пути, непрестанно споря к тому же с таким крупнейшим авторитетом, каким был Аристо-{338}тель. Самые споры по этим вопросам нередко заходили в ту​пик, ибо спорящие плохо понимали друг друга. Галилея, на​пример, упрекали в том, что он «не знает» или «не хочет знать» того, что говорили по вопросам физики древние поэты и философы, и Галилею приходилось с большим трудом втол​ковывать своим критикам, что он вовсе не «не знает» того, что говорили Вергилий, Лукреций или Сенека, а спорит с ними, утверждая, что они в данном случае ошибались и что это мож​но доказать на опыте. Но когда вопрос о скорости облекся на​конец в математическую форму, то немедленно проблема изу​чения скорости движения в природе стала задачей изучения скорости изменения ординат кривых. Одним из первых ученых, кто занимался этим, был Торричелли. Вот почему вопрос о ме​тоде касательных приобрел такую исключительную важность. Люди и раньше, конечно, знали, что пропорциональная зави​симость между двумя величинами наблюдается не всегда. И только работы Галилея впервые показали, как именно в случае падения осуществляется зависимость между време​нем и пройденным расстоянием, а кроме того, впервые был получен и точно сформулирован закон связи двух перемен​ных величин, более сложный, чем тройное правило и пропор​циональная зависимость.

— А что же тут такого? — спросил Илюша. — Не понимаю, почему нельзя рассуждать об изменении явлений, исходя из простой, пропорциональности, если это всякому понятно?
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— Дело не в том, что нам «понятно»,— продолжал Ра​дикс, — и какого мы «мнения» о явлениях, а в том, каковы законы этих явлений! А ведь они существуют сами по себе, мы можем только изучать их, но не навязывать явлениям на​ши «мнения». Мне достаточно того, что я устанавливаю, что в природе имеются не только зависимости пропорционального характера. Хорошо, если ты можешь сразу ответить на вопрос «почему?». А ведь есть немало случаев, когда это не так легко сделать. Например, на лодке установлен моторчик в 1,25 ло​шадиной силы, и лодка идет со скоростью восемь километров в час. Можно ли утверждать, что если я поставлю на эту лод​ку мотор в десять сил, то лодка помчится, как скорый поезд, и будет делать шестьдесят четыре километра в час? Нет, этого утверждать нельзя. Чтобы увеличить скорость в n раз, надо мощность увеличить примерно в n3 раз, а чтобы достичь такой скорости, придется обзавестись мотором не в десять, а в шесть​сот сорок сил, тогда как десятисильный мотор даст только удвоенную скорость. Еще пример: ты без всякого труда мо​жешь закинуть спортивный диск весом в восемьсот граммов на восемнадцать шагов. Но можно ли из этого вывести, что более легкий диск, в двадцать граммов весом, ты закинешь со-{339}гласно тройному правилу на семьсот двадцать шагов, то есть без малого на полкилометра? Разумеется, это сплошная ахи​нея, ибо такой очень легкий предмет далеко не забросишь, а уж о полкилометре смешно и говорить даже. Нередко иссле​дователь вовсе и не задается вопросом «почему?». Очень хо​рошо, если он может ответить на вопрос «как?». Мы не знаем, что такое тяготение, но отлично знаем, как оно действует, и поэтому можем вычислить и траекторию артиллерийского сна​ряда, и толщину фундамента для большого здания, и многое другое. На этот вопрос Галилей дал совершенно точный ответ для случая падения тел. Надо еще принять во внимание то, что открытия Кеплера и Галилея связали воедино механику с геометрией, то есть как раз такие две науки, которые греки как бы противопоставляли одну другой. А вскоре выяснилось, что метод касательных имеет непосредственное отношение к бесконечно малым.

— Вот как! — сказал Илюша. — Как же это получилось?

Если заставить точку В двигаться по кривой АВ к точке А, то секу​щая ABF, поворачиваясь около точ​ки А, будет приближаться к неко​торому предельному положению, когда бесконечно малое расстояние между точками А и С обратится в нуль; в этот миг секущая превра​тится в касательную.

— Дело вот в чем, — отвечал Радикс. — Давай-ка нари​суем кривую и проведем секущую. Она пересечет кривую на чертеже два раза — в точках А и В. Дальше мы будем рассу​ждать так. Наша кривая связывает две величины — х и у. Их мы будем называть переменными: икс — независимой пе​ременной, а игрек — зависимой. Ведь действительно, вспомни, как мы подставляли в уравнения различные произ​вольные значения икса и следили за изменением игрека. Значит, в самом деле игрек изменяется в зависимости от икса. Или, как принято  говорить, игрек есть функция икса. Теперь заметим, что в точке А икс равен, до​пустим, некоторой величи​не ха, а игрек соответ​ственно равен уа. Теперь yвеличим немного икс, то есть дадим ему некоторое, приращение. Тогда икс, соответственный точке В, будет равен хb, а игрек соответственно  уb. При​ращение икса будет равно хb—xa; приращение игре​ка yb — ya. Проведем те​перь секущую через точки {340} А и В. Если теперь повора​чивать секущую около точки А по часовой стрел[image: image64.png]


ке, то в пределе она станет каса​тельной. Построим треуголь​ник АВС и рассмотрим, что с ним будет делаться, если поворачивать секущую око​ло точки В. Очевидно, сто​роны треугольника убывают. Уменьшается сторона АС, а вместе с ней и сторона ВС, то есть уменьшается прира​щение той и другой перемен​ных и уменьшается непре​рывно. В рассматриваемых здесь случаях отношение АС и ВС стремится к некоторому пределу, а секущая занимает свое предельное положение относительно кривой, то есть ста​новится касательной. Когда АС бесконечно уменьшает​ся, то и ВС уменьшается таким же образом. Обе эти перемен​ные бесконечно уменьшающиеся приращения величин суть бес​конечно малые, и нам тут необходимо найти предел, к которому стремится их отношение. Очевидно, что оно будет равно тангенсу угла, который образует касательная с положительным направлением оси абсцисс. Этим вопросом занимается диффе​ренциальное исчисление; и тангенс наклона каса​тельной к положительному направлению оси абсцисс назы​вается производной данной функции. Зная производную той или иной функции, узнают, с какой скоростью изменяют​ся ординаты кривой при изменении абсцисс, и можно изучить эту скорость. А этим способом исследуют очень многие законы физики, механики и других естественных наук. На этом фун​даменте и выросла наша современная техника.

tgα называется производной «орди​наты кривой по абсциссе» в точке с абсциссой ха.

— Это замечательно! — воскликнул Илюша. — Только я не пойму: к какой кривой приводит тот или иной закон физики?
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— Видишь ли, когда этим занялся Исаак Ньютон, кото​рого современники называли «счастливейшим из смертных» за его открытие закона всемирного тяготения, то он, изучая ско​рость, с которой изменяются ординаты данной кривой, поста​вил два чрезвычайно важных и вполне естественных вопроса. Он рассуждал так: если точка двигается с данной скоростью, это значит, что она в определенное время проходит некоторый путь. Будем называть икс временем, как это делал сам Ньютон. Тогда ординаты кривой дают нам пройденный путь. Вот, например, если поезд идет с постоянной скоростью сорок {341} километров в час, то за десять часов он пройдет 10·40 = 400 километров. Алгебраически это будет: скорость равна а, время равно х, пройденный путь у равен ах. Таким образом, уравне​ние пути будет у = ах. Это есть не что иное, как уравнение прямой линии. Если же скорость сама все время меняется пропорционально времени, то пройденный путь будет на чер​теже изображаться не ординатой прямой, а ординатой пара​болы. Если же мы умеем построить к нашей кривой пройден​ного пути касательную, то тем самым можем определить ско​рость в каждой данной точке кривой или в любой момент времени. Таким образом, зная пройденный путь, мы находим скорость. Но можно поставить и обратную задачу: зная скорость, найти пройденный путь. Можно показать, что эта задача сводится к квадратуре кривой, то есть к определению ее площади, а это, как уже мы с тобой говорили, есть задача интегрирования. Так вот, таким путем Ньютон и выяснил, что нахождение касательной и определение площади суть дейст​вия, обратные друг другу, как обратны, например, возведение в степень и извлечение корня.

— Так вот, оказывается, как! — воскликнул Илюша.

— Допустим, — про​должал Радикс, — что нам дано уравнение, которое показывает, какой скоро​стью обладает в каждый данный момент движу​щееся тело. Если мы сумеем сложить одну за дру​гой все эти данные кривой моментальные скоро​сти и получить их так на​зываемую «начетную» кривую, то она и будет кривой пройденного пути. Могу тебе это показать на простеньком примере. Это не будет ни дифференци​рование, ни интегрирова​ние, но нечто очень похо​жее на то и на другое. Пусть некоторое тело движется с постоянным ускорением, равным двум сантиметрам в секунду, и пусть его средняя скорость в первую секунду равняется трем сантиметрам, а до этой секунды оно уже прошло один сантиметр. Требуется найти кривую пройденного пути. В таком случае нетрудно составить табличку. Кривая пройденного пути есть начет-{342}ная кривая, то есть каждое число ее равно сумме всех преды​дущих чисел кривой скорости, и, как легко заметить, она есть не что иное, как кривая квадратов натуральных чисел, то есть...

— Парабола!— ответил Илюша.

 — Правильно! А наша кривая скоростей — это что, по-твоему?

— Это кривая нечетных чисел, то есть прямая.

— Верно!

— Я уже знаю, — продолжал Илюша, — что если склады​вать нечетные числа одно за другим, то получатся квадраты.

— Это правило было известно еще в древнем Вавилоне. Опираясь на него, Галилей и открыл, что падающие тела дви​жутся по параболе.

 — А если интегрировать линейную функцию, которая дает прямую, то получишь на чертеже параболу, — добавил Илюша.

— Вот и еще одно свойство параболы.

— И обратно, если искать производную от правой части уравнения, то получишь функцию, изображаемую на графике прямой линией. А что получится, если интегрировать уравне​ние параболы?

При вычислении длины кривой ду​га АDВ заменяется прямой АВ, ко​торую легко определить:
                      ___________

           АВ = ( (АС)2 +(ВС)2.

Если уменьшать катеты треугольника АВС и считать их бесконечно малыми, то можно вычислить длину кривой, которая будет равна преде​лу суммы таких бесконечно малых гипотенуз.
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— Параболу третьего порядка, кубическую, и так далее. Но мы не будем останавливаться на этом, а поговорим об от​крытии Ньютона. Причем принцип, о котором мы говорим, был известен еще учителю Ньютона, замечательному англий​скому математику Барроу, однако значение этого прин​ципа не было еще тогда ясно. Это было одно из самых удиви​тельных открытий в математике. Но, мало этого, в дальней​шем выяснились еще более поразительные вещи. Оказалось, что в большинстве случаев закон изменения для бесконечно малых частиц кривой вообще гораздо проще, чем для конеч​ных изменений! Кривая скоростей, как мы только что видели, проще кривой пройденного пути. В физике мы, изучая плот​ность неоднородного тела, из тех же соображений, можем при​нимать, что в некотором неограниченном уменьшающемся ку​бике плотность эта остается постоянной. То же самое возмож​но при изучении распределения тепловой или электрической энергии, количества истекшей из сосуда жидкости и так далее. Если, например, надо вычислить длину дуги кривой, то рас​сматривают бесконечно малые отрезки дуги. А для бесконечно малых отрезков дуги можно считать, что на таком ничтожно малом отрезке кривая идет по прямой. А если так, то на бес​конечно малом отрезке кривой строим прямоугольный тре​угольник, катетами которого будут бесконечно малые прира​щения икса и игрека, а гипотенузой — крохотный отрезок прямой, которым в бесконечно малом заменяют отрезочек {343} дуги. Но гипотенузу пря​моугольного треугольника можно получить по тео​реме Пифагора, а, дальше надо только сложить все эти бесконечно малые ги​потенузочки, и получится в пределе точная длина кривой. Опыт показывает, что это путь правильный! Так как с первого взгляда все-таки довольно трудно понять, как это возможно, заменяя маленькую дугу отрезком прямой, прийти к правильным результа​там, я приведу тебе одно очень полезное рассужде​ние Ньютона, которое на​зывают микроскопом Ньютона. Допустим, что когда мы начертим все это, то катет АС равен два​дцати пяти сантиметрам.
Теперь я уменьшаю, ве​личину АС в миллион раз. Уменьшение это касается только самого треугольничка, то есть его катетов и гипотенузы, а дуга как была, так и остается. Очевидно, что при этом точка В будет просто скользить по измеряемой дуге. Итак, я уменьшил треугольник. А теперь я опять его увеличиваю на этот раз вместе с участком дуги сно​ва в миллион раз, и он снова равен двадцати пяти сантимет​рам. Но зато сама дуга, а ведь она-то нас больше всего интере​сует, теперь уже гораздо больше похожа на гипотенузу. Их еле-еле можно отличить друг от друга. И снова я уменьшаю полу​ченный треугольник, но на этот раз в миллион миллионов раз, а затем опять увеличиваю так, чтобы катет АС был равен два​дцати пяти сантиметрам. Теперь уже ясно видно, что дуга и гипотенуза слились воедино и отличить их друг от друга невозможно. Так как ясно, что этот процесс уменьшения и рас​сматривания в новый, еще более сильный «микроскоп» я могу повторять столько раз, сколько мне заблагорассудится, то оче​видно, что мы, уменьшая размеры приращений, можем при​близиться с нашим отрезком прямой сколь угодно близ​ко к искомой длине дуги... Теперь начинается самое значи​тельное и самое интересное. Слушай внимательно! Если ты {344} изучаешь некий физический закон и не можешь, его из-за сложности формулировать...

В это время сзади Илюши раздалось робкое, однако настойчивое покашливание. Мальчик обернулся и увидел ма​ленького старичка, с бородой, в темных очках. Он вежливо приподнял шляпу и сказал:
 — Надеюсь, что не помешал... Очень, хотел бы... Меня зовут Зазубрилкин Фиолет Чернилыч. Я хотел поделиться с вами одним моим открытием. Очень упрощает прохождение курса алгебры и геометрии... Разрешите изложить?

— Пожалуйста, — ответил Илюша.

— Открытие мое, конечно, пустяковое, — произнес Фиолет Чернилыч. — Мне удалось показать, что сторона квадрата со​вершенно рационально выражается через его диагональ, и обратно.

— Как так? — удивился Илюша.

— Я, видите ли, сам сперва удивлялся, как это выходит, но потом убедился, что так и есть. Тут дело только в том, что-бы рассудить насчет бесконечности. Конечно, это штука до-вольно хитрая, но ведь все-таки длину окружности кое-как, на троечку, вычисляем, сумму уплывающей гомерической процессии тоже...

Илюша, не веря ушам своим, хотел было переспросить, о какой собственно процессии идет речь. Но тут уж Фиолет Чернилыч достал из кармана мел, нарисовал квадрат, затем провел диагональ и приосанился (и в этот миг вдруг напом​нил Илюше одного странного старичка, с которым он встретился в Схолии Шестой).
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— Так вот-с,— начал он излагать свою теорию, — вместо того, чтобы идти от А к С по диагонали, я пойду от А к В, а от В к С. Затем, от А к В1, затем к В2, потом к В3, а оттуда к С. Ясно, что второй мой путь равен первому, то есть движению от А к В и затем к С. Если сторона квадрата равна единице, то этот путь равен двум. Ясно! Теперь я пойду от А к С через точки В'1, В'2, В'3, В2, В'4, В'5 и В'6.. Затем я совершу этот же путь от А к С через точки новой ступенчатой кривой, ступени которой еще вдвое меньше. Каждый раз я буду удваивать число ступенек. Наконец я увеличу число {345} ступенек до бесконечности. Очевидно, что сколько бы раз я ни увеличивал число ступеней, их сумма равна двум. А с другой стороны, эта ступенчатая кривая неограниченно близко подо​двигается к диагонали. В конце концов диагональ и ступен​чатая кривая сольются, когда величина каждой ступеньки ста​нет бесконечно малой. Отсюда ясно, что длина диагонали рав​няется двум, а вовсе не корню из двух. Вот и все! Вот я и хотел вас спросить... как же это?..

И вдруг Фиолет Чернилыч дернул себя за свою густейшую бородищу. К удивлению Илюши, борода медленно поползла вниз, за ней усы, багровый нос, очки и шляпа. Перед Илюшей, гордо скрестив руки на груди, стоял не кто иной, как Уникурсал Уникурсалыч. И он снова спросил:

— Ну, что ты скажешь, о многомудрый отрок? Как насчет бесконечноватых процессов, отменяющих иррациональные чис​ла, о синус души моей? А?

Вслед за этим Командор Ордена Семи Мостов церемонно раскланялся и расплылся в воздухе. Илюша беспомощно по​смотрел на Радикса.

— Как же это так? — спросил он у своего друга жалобным голосом. — Ведь если вычислять, как он шел, например, во второй раз, то есть через точки А, В1, В2, В3 и С, то будет два треугольника. Стороны их каждая равна половине, а диаго​наль будет равна:
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Если я обе эти диагонали сложу, то получу:

то есть все будет как надо. И, по-моему, сколько ни удваивай число ступенек, все равно так и останется. Но, с другой сто​роны, ведь действительно, если стороны треугольничков ста​нут бесконечно малыми, то тогда их нельзя будет отличить от их гипотенуз и выйдет, что Уникурсал Уникурсалыч прав. В чем же здесь дело? Мне кажется, что на сколько бы частей я ни делил величину, равную корню из двух, она от этого уве​личиться не может. А выходит неведомо что!

— Н-да, — сказал Радикс усмехаясь. — А не поможет ли тебе в беде этот самый «микроскоп Ньютона»? Ну-ка, попробуй!..

И действительно, как только Илюша вспомнил о микро​скопе Ньютона, он тут же сообразил, что как ни умень​шай и как ни увеличивай чертеж Фиолета Чернилыча, ничего {346} ни в нем, ни в открытии Пифагора измениться не может. Илюше даже пришло в голову, что если приложить принцип Фиолета Чернилыча к измерению дуги (о чем они только что толковали с Радиксом), то придется брать не гипотенузу пря​моугольного треугольника, а просто сумму катетов, что вряд ли приведет к какому бы то ни было разумному результату... Когда он все это изложил Радиксу, тот с ним согласился, и на том обсуждение новой выдумки Доктора Четных и Нечет​ных и было благополучно закончено.

— Итак, вернемся! — сказал Радикс. — Допусти, как я уже тебе говорил, что ты изучаешь некоторый важный физический процесс или закон и из-за его сложности не можешь форму​лировать его математически. Так вот, представь себе, что не​редко в таком случае ты имеешь полную возможность форму​лировать, как этот процесс протекает в бесконечно малом.

— В бесконечно малом? Это я что-то не понимаю!

— Возьмем пример, — отвечал Радикс. — Ньютон искал закон остывания нагретого тела. Закон этот очень важен для многих отделов науки. В частности, очень важно и для металлургов знать, с какой скоростью остывает расплав​ленный металл. Ньютон наблюдал это явление, делал опыты, даже сконструировал для этого первый в мире термометр — он был масляный. Ньютон видел, что температура нагретого тела падает непропорционально времени, что если нарисовать на чертеже кривую температуры остывающего тела, то полу​чается довольно сложная кривая, уравнения которой он не знал. Тогда он решил исследовать, что происходит при не​больших изменениях температуры. Другими словами, он рас​сматривал в свой «микроскоп» малые участки кривой, почти не отличимые от касательной. А тангенс угла наклона каса​тельной как раз и выражает, как ты помнишь, скорость изме​нения ординаты в данной точке. Таким образом, Ньютон стал исследовать, с какой скоростью происходят изменения температуры в различные моменты времени. Если нанести эти значения скорости в качестве ординат на график, то получится кривая проще кривой изменения температуры. Это обстоятель​ство и позволило Ньютону высказать по поводу кривой ско​рости остывания разумную гипотезу. Ты, наверно, и сам за​мечал, что стакан чаю недолго бывает таким горячим, что пить нельзя, но зато теплым остается долго.

— Это верно! — сказал Илюша.

— Так вот, Ньютон, заметив все это, высказал гипотезу, что скорость остывания нагретого тела пропорциональна раз​ности между его собственной температурой и температурой окружающей среды. Другими словами, пока тело нагрето зна​чительно выше окружающей среды, оно стынет быстро, а когда {347} разница между его температурой и температурой окружающей среды невелика, то и скорость остывания становится малой. Когда он пришел к такому заключению, то записал эту гипо​тезу математически. И тогда у него получилось уравнение, в которое входила скорость изменения пока еще не известной ему кривой. Теперь следовало перейти от бесконечно малых изменений ординаты, кривой к конечным изменениям. Это можно сделать, с помощью того же метода интегрирования, о котором мы говорили. В результате получаем искомую кри​вую, то есть находим и формулируем еще один закон при​роды. Эти удивительные уравнения, которые сделали чело​века почти всемогущим, называются дифференциальны​ми уравнениями. Вот теперь ты знаешь кое-что о том, какие поразительные чудеса может делать Величайший Змий, чье имя Интеграл. Он строит мосты и крепости, он делает самолеты и пушки, он учит, как строить динамо-машину, тур​бину и плотину, как построить паровоз и пароход, как сделать рентгеновский прибор, рассказывает, как построены кости на​шего тела, как устроена Вселенная и что такое электрон, и так далее, и так далее! Вот во что превратились теперь труды Ньютона. А знаешь ли ты, кстати, кто вычислил, с какой быстротой должно пустить ракету, чтобы она вылетела за пре​делы земного притяжения? Так вот, имей в виду, что сделал это не кто иной, как Ньютон, так что Циолковский и мы с то​бой его прямые наследники!

— Мне кажется, — сказал, немного помолчав, Илюша, — что я чуть-чуть разобрался в том, что ты мне рассказывал об интегрировании. Но не можешь ли ты дать какой-нибудь при​мер того, как это все делается на практике?

— Отчего же!— сказал Радикс.— Это не так трудно, если только у тебя хватит терпения сперва прослушать маленький рассказ насчет очень полезного предмета, который, к сожале​нию, слишком редко вспоминают при математических объяс​нениях, то есть насчет шахматной доски, или, как говорили в старину, шашечницы.

— С удовольствием, — сказал Илюша. — Я люблю играть в шахматы. Мы очень часто играем с папой, и когда-он мне дает ладью вперед, так я даже и выигрываю.

— Видишь ли, — начал Радикс,— при помощи шашечницы очень удобно производить некоторые суммирования. Но только мы не будем обязательно устанавливать, сколько у нас полей на шашечнице, ибо для наших целей необязательно, чтобы их было шестьдесят четыре. Будем считать, что доска имеет n вертикальных и n горизонтальных полос, а следовательно, n2 клеток. Установим сперва два способа сложения чисел, кото​рые мы будем писать в клетках доски. Первый способ будем {348} называть сложением «по прямым». При этом способе мы бу​дем складывать сперва все числа данной полосы (ну, напри​мер, если бы сложили все восемь чисел, написанных на седь​мой полосе, если считать снизу), а затем сложим и все их суммы. Второй способ мы будем называть сложением «по гно​монам». В этом случае мы будем поступать так: первым сла​гаемым будет одно число из верхней левой клетки (шахма— тисты называют эту клетку «а8»), вторым — сумма чисел в клетках вертикальной полосы «b» и горизонтальной полосы седьмой вплоть до их пересечения (клетка b7) и включая оное (то есть клетки b8, b7 и а7). Всего во втором слагаемом будет, значит, три клетки. Третье слагаемое состоит из пяти чисел, находящихся в клетках вертикальной полосы «с» и в клетках горизонтальной полосы шестой до их пересечения (клетка сб), и опять-таки включая оное (то есть клетки с8, с7, с6, b6 и а6). Все остальные слагаемые составляются по тому же принципу (затем, очевидно, пойдет гномон с клеткой пересечения «d5», затем «е4» и так далее). Теперь приступим к самому счету. На​чну с того, что напишу в каждой клетке по единице. Если их считать, «по прямым», то в каждой полосе будет n. А полос во всей доске тоже n. Ясно, что на всей доске получится n2. Но теперь попробуем считать «по гномонам». Получим: 

1; 2 +1; 3 + 2; ...; n + (n — 1).

Сумма всех этих чисел будет, очевидно,

1 + 3 + 5 +...+ 2n — 1.

 Приравнивая сумму «по прямым» сумме «по гномонам», по​лучаю:

1 + 3 + 5 +...+ 2n — 1 = n2
то есть сумма n нечетных чисел равна n2. Как будто недавно мы с тобой уже встречались с этим вавилонским равенством?

— Встречались, — отвечал Илюша.

— Прелестно! — обрадовался Радикс. — Хорошо? что ты не забыл об этом. А теперь далее. Я напишу в каждой горизон​тальной полосе числа от единицы до n, то есть

1, 2, 3, 4, 5,.., n,

и ясно, что сумма их будет равна в каждой полосе

(n +1)n/2, {349}

по правилу суммы арифметической прогрессии. Раз это так, то ясно, что сумма всех полос доски будет равна

 (n +1)n2 /2

Теперь рассмотрим, каковы будут суммы «по гномонам». Ясно, что сумма чисел энного гномона будет

n2 + (1 +2 + 3 + ...+ n — 1).

Эту сумму можно записать еще иначе, то есть:

n2 + n(n — 1)

и окончательно:
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Теперь я буду давать в этой формуле числу n значения 1, 2, 3... и до n включительно. Суммы тогда будут равны по окон​чательному написанию:

3/2·12 — 1/2·1

3/2·22 — 1/2·2

3/2·32 — 1/2·3

…….……

………….
3/2·n2 — 1/2·n
Сложив все это столбиком, получаю для всех полос:
3/2S2 — 1/2S,

где S2 есть сумма квадратов первых n натуральных чисел, а S — сумма их первых степеней. Приравнивая, как и ранее, сумму «по прямым» сумме «по гномонам», получаю:

3/2S2 – 1/2S ( n2(n + 1)/2, {350}

[image: image70.png]


а отсюда определяю, чему равняется S2 и после ряда несложных переделок, ко​торые, конечно, ты и сам не откажешься выполнить, получаю сумму квадратов первых n натуральных чи​сел, которая будет:

S2 ( (2n – 1)(n + 1)n/6.
Советую тебе еще написать в клетках шашечницы пифагорову таблицу умножения и по ней найти, чему равна сумма ку​бов первых n чисел. Если же ты напишешь в клетках квадраты чисел пифагоровой таб​лицы, то сможешь найти и сумму пятых степеней. Однако нам пока это все, кроме, суммы квадратов, не понадобится. При​ступим теперь к вопросу об интегрировании. Допустим, что нам дана парабола, уравнение которой будет:

y = х2,

и нам нужно эту функцию проинтегрировать, или найти пло​щадь, ограниченную параболой от начала координат до точки с абсциссой b, то есть площадь, ограниченную отрезком самой параболы, отрезком оси абсцисс и ординатой в точке х = b. Для этого мы сначала делим интервал (то есть отрезок абсциссы) от нуля до b на n равных частей. Длина каждой такой части будет
h ( b/n
Вся площадь теперь разбита на трапецоиды, ширина каждого из которых равна, как уже указано, b/n, а вышину мы определяем, согласно уравнению кривой, для последователь​ных точек параболы, как
h2, 2h2, 3h2,…, n2h2.

ибо ясно, что если х равен h, то у будет равен h2 и так далее. Но если это так, то площади последовательных прямоугольни​ков, которыми мы заменяем наши трапецоиды, будут равны

hh2, h22h2, h32h2,…, hn2h2. {351}

Видно, что сумма прямоугольников больше, нежели сумма трапецоидов, но при безграничном увеличении числа n иско​мая площадь будет пределом суммы прямоугольничков, то есть пределом следующего выражения:

h(h2 + 22h2 +32h2+ ... + n2h2) = h3 (12 +22 + 32 + ...+ n2) = b3/n3(12 +22 +32 +...+ n2).

А так как шахматная доска уже объяснила нам, что сумма первых n квадратов натурального ряда равна

(2n + 1)(n +1)n /6,

то мы, подставляя это выражение в предыдущую формулу, после некоторых несложных переделок получим:
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Спрашивается: что будет с этим выражением, если число n бу​дет неограниченно возрастать? Ясно, что дробь 1/n будет не​ограниченно приближаться к нулю и ею мы можем пренебречь. В таком случае предыдущее выражение в пределе обратится в

b3/3

что и является результатом нашего интегрирования. Знай, что это один из первых интегралов, полученных человеком, что человека этого звали Архимед и что он рассуждал примерно так, как и мы.

И тут Величайший Змий вырос снова перед ними. Он взглянул на Илюшу, и мальчику показалось, что это могуще​ственное чудовище даже улыбнулось!
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{352}
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Схолия Семнадцатая,

в которой Илюша, припоминает разные разности из преды​дущих схолий, оставшиеся не совсем ясными, а Радикс рас​сказывает ему об истории надгробного камня Архимеда, по​гибшего от меча римского грабителя, о спирали Архимеда. Затем следует масса любопытнейших подробностей о верете​нах, о шотландском сыре, о фокусах, которые придумали древнегреческие геометры, о том, как в старину индусы решали кубические уравнения, как в шестнадцатом веке бед​ный мальчик-заика учился на кладбище грамоте, а также по​чему у квадрата такая большая площадь и что по этому по​воду думает касательная; о битве за высоту над городом Клермоном. А затем Илюша присутствует при волшебном опыте, который поясняет, что такое прямая линия и какие чудеса с ней случаются при ее путешествиях в мировом про​странстве. Вслед за этим Илюша и Радикс видят нечто чрезвычайно странное... Но пока это еще страшный секрет, который, может быть, раскроется в будущем...

— Ну, теперь ты доволен? — спросил Радикс.

— Да, — сказал Илюша, — я узнал массу интересных ве​щей. Теперь я, кажется, понимаю, почему так уважают Архи​меда и как велико могущество Змия. Но только у меня есть еще вопросы.

— Ну что ж! Давай твои вопросы. Может быть, как-ни​будь вдвоем разберемся. {353}

— Помнишь, ты где-то, кажется в Схолии Одиннадцатой, перечислял мне титулы Величайшего Змия? Так вот, я хотел тебя спросить о них. О площадях я теперь понял: путем инте​грирования можно получить площадь любой криволинейной фигуры. С объемами я тоже как будто сообразил. Это, вероят​но, делается путем суммирования бесконечно тонких слоев тела, как Демокрит считал объем конуса?

— Правильно. А сейчас мы можем закончить вывод фор​мулы для объема конуса, о которой мы толковали в Схолии Пятнадцатой. Если рассечь конус плоскостью, проходящей через его ось, то получится треугольник. Из рассмотрения этого треугольника ты убедишься в том, что радиус основания цилиндрика, отстоящего на расстояние h от вершины, опреде​лится при помощи пропорции:

r/R = h/H
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где R — радиус основания, а H — высота конуса. Отсюда

[image: image73.png]Tapasem mpemsers mopmma.




и площадь основания цилиндрика будет
Теперь предположим, что мы делим высоту конуса на n частей. Тогда высота каждого цилиндрика будет H/n, а последователь​ные расстояния оснований цилиндриков от вершины конуса, то есть радиусы этих оснований, будут

h, 2h, 3h,.... nh.
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 Поэтому сумма объемов этих цилиндриков равна
Как и в предыдущей схолии, ты убедишься, что предел по​следнего множителя при неограниченном возрастании n бу​дет равен 1/3, и для объема конуса получается выражение:
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{354}
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Множитель 1/3 ты можешь рас​сматривать как лежащую на этой формуле печать Великого Змия.

— Как интересно! — сказал Илюша. — А с объемом шара можно справиться таким спо​собом?

— Я приведу тебе только чертеж, который, по преданию, Архимед завещал вырезать на своем надгробном памятнике. Здесь ты видишь цилиндр, впи​санный в него шар радиуса R и конус. Разбей все три тела на тонкие «цилиндрические» слои и легко установишь, что на расстоянии h от центра шара площадь поперечного сечения самого шара равна:

((R2 — h2) = (R2 — (h2,

то есть разности площадей поперечных сечений цилиндра и конуса. Суммируя объемы всех тонких цилиндрических пла​стинок и переходя к пределу, как мы это делали для конуса, находим, что и объем шара тоже будет равен разности объ​емов цилиндра и конуса. Этот закон и был открыт Архимедом. Таким путем можно найти не только объем всего шара, но и объем любого шарового слоя. В формулы войдет опять мно​житель 1/3, печать Великого Змия, свидетельствующая о том, что здесь приходилось интегрировать функцию, содержащую квадрат переменной (в данном случае — квадрат высоты h).

— Очень хорошо! — отвечал мальчик. — А теперь вот еще что. Ты назвал Великого Змия развертывателем спиралей. Что это значит?

— Это значит, что путем интегрирования можно получить длину дуги любой кривой, например параболы, окружности и так далее. В частности, и длину спирали. Мы ведь уже гово​рили, как находится длина дуги.

— Но я должен сознаться, — вздохнув, сказал Илюша, — что до сих пор не пойму, как при помощи этой спирали полу​чается длина окружности, то есть почти квадратура круга?

— Конечно, история эта необычная, — отвечал Радикс. — Из-за нее в средние века долго ломали голову над вопросом квадратуры круга и ни к какому разумному заключению не пришли. Совсем запутались. Начали даже поговаривать, что геометрия — наука, может быть, ни слишком точная... Все {355} это довольно сложно. Могу рассказать лишь о самом принципе этой работы Архимеда. Дело было так. До Византии еще дошла биография Архимеда, написанная его учеником Герак​лидом. Затем она была утрачена. Но ее еще читал и изучал византийский математик Евтокий, оставивший очень ценные комментарии к сочинениям Архимеда. По словам Евтокия, Архимед дал два решения о квадратуре, причем одно из них было приближенным...

— Двадцать две седьмых! — воскликнул Илья.

— Правильно! — отвечал Радикс. — А другое решение Архи​меда было точным!

— А разве это возможно?

— Слушай меня как только можешь внимательно! Я рас​скажу тебе, в чем заключается принцип этой работы Архиме​да. А уж потом мы постараемся рассудить, что возможно и что невозможно. Здесь вся сила в том, что Архимед, построив свою спираль, ввел в античную математику еще одну, как говорили греки, «механическую» замечательную кривую, то есть такую, свойства которой не могут быть изложены средствами, близки​ми к элементарной геометрии (в отличие, например, от многих, хотя и не всех свойств конических сечений). Такова и квадра​триса, о которой мы уже говорили (эти кривые называются «трансцедентными» кривыми). В силу этого сочинение Архи​меда о спиралях и критиковалось в древности! И даже очень жестоко! Только уж в семнадцатом веке в Европе эта див​ная работа Архимеда наконец была оценена по своему пре​восходному достоинству. Нужны были новые основания, но​вый подход к пониманию для такой кривой, и гений Архимеда нашел их. Эти новые основания и были диффе​ренциальным подходом к изучению кривой, то есть тон​ким изучением скорости изменения некоторых связанных с ней отрезков. И делается это опять-таки через ту же касательную. Этот метод восходит к методу исчерпания Евдокса, но еще сильнее его. Он просто берет, как говорится, быка за рога. Слушай далее, и ты поймешь, в чем тут дело. Итак, самым глав​ным в работе Архимеда была задача провести касательную к этой новой своеобразной кривой, которую он назвал спира​лью. Она, как и квадратриса, построена с помощью двух движений. Первое — это вращение радиуса-вектора (имен​но так называется тот отрезок прямой, о котором мы уже вспоминали в Схолии Пятнадцатой; его конец чертит нашу спираль), второе — рост этого радиуса-вектора пропорциональ​но углу, на который повернулся вектор. Длина радиуса-век​тора и угол его поворота называются полярными координа​тами точки, являющейся концом радиуса-вектора. Догады​ваешься, почему эти величины можно называть координатами? {356}

— Кажется, догадываюсь... Я думаю, что с помощью ра​диуса-вектора, зная его начало, то есть полюс всего этого построения, и зная угол, под которым радиус-вектор находится по отношению к полярной оси, и его длину, можно опреде​лить любую точку на плоскости. Вот и выходит, что это коор​динаты!

— Правильно, — подтвердил Радикс, — теперь слушай дальше. Построим с тобой касательную к спирали в заданной точке, причем будем учитывтать направление движения спи​рали, то есть либо от полярной оси против часовой стрел​ки, либо обратно. Первое из этих направлений мы будем счи​тать положительным...

— Постой! — прервал его Илюша. — Например, граммофон​ная пластинка вращается по часовой стрелке, то есть в отри​цательном направлении, а если бы мы поместили наш радиус-вектор в самую середину пластинки да еще заставили бы его обегать пластинку, начиная не с края, как обычно делается, а с серединки (где полагается находиться полюсу полярных координат), то он бы вращался в положительном направле​нии... Только всю музыку он сыграл бы сзади наперед! Но ведь нам сейчас это неважно. Так я говорю?
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— Ты говоришь верно. Итак, если мы построим эту каса​тельную, а через полюс системы координат — перпендикуляр к радиусу-вектору, а другой перпендикуляр к касательной че​рез точку касания (а этот перпендикуляр, как ты знаешь, называется «нормалью») и заметим точки Т и N, в которых пересекаются с первым перпендикуляром касательная и нор​маль, то отрезок 0Т будет полярной подкасатель​ной, а отрезок 0N — полярной поднормалью. Многие кривые могут быть полностью охарактеризованы отношениями их важнейших характеристик, то есть: касательной, нормали, {357} подкасательной и поднормали. Закон изменения этих характе​ристик заключает в себе нечто постоянное, что и является смыслом и существом рассматриваемой кривой. Так, для па​раболы этот закон особенно прост: если изобразить параболу в обычных декартовых координатах, но положить ее «набок», так, чтобы ось абсцисс была ее осью (см. чертеж на стр. 246 в Схолии Тринадцатой), то в таком случае поднормаль пара​болы (длина поднормали) есть величина постоянная. Когда надо найти поднормаль у параболы, мы проводим к ней каса​тельную в данной точке и строим нормаль в той же точке (перпендикуляр к касательной); затем из нашей точки опу​скаем перпендикуляр на ось параболы (а поскольку парабола у нас лежит «на боку», то ее ось совпадает с осью абсцисс; что же до вершины параболы, то мы можем ее поместить в самое начало координат). Теперь отрезок оси абсцисс, лежащий ме​жду концом этого перпендикуляра и пересечением нормали с осью абсцисс — и есть искомая поднормаль. Для параболы поднормаль есть величина постоянная (ты на досуге сде​лай чертежик и посмотри!). Подкасательная есть тоже отрезок на оси абсцисс от того же конца перпендикуляра до пересече​ния касательной с осью абсцисс. Отсюда ясно, как много зна​чат при изучении кривых касательная и все с ней связанное, ибо через нее мы получаем для кривых очень важные, точно определяющие их характеристики. Архимед, анализируя свою спираль, нашел и доказал, что и для этой кривой поляр​ная поднормаль постоянна. Вот это было одно из замечатель​ных открытий Архимеда. Ясно?

— Что-то я плохо понимаю, как это «постоянная»? Всегда одна и та же?

— Именно так: она всегда одна и та же и равна постоян​ной величине, входящей в полярное уравнение кривой. Зная уравнение кривой, мы уже знаем, чему равна длина поднор​мали. Слушай дальше и ты поймешь, в чем тут дело. Это особое свойство данной связи между радиусом-вектором r и по​лярным углом (: если мы будем искать методами высшего ана​лиза кривую, у которой поднормаль в полярных координатах постоянна, мы неминуемо придем к Архимедовой спирали. Это ее важное свойство подобно свойствам, определяющим «геоме​трическое место».

— И так будет в любой точке спирали?

— Разумеется! В этом-то и вся сила, что в любой. Это основной закон Архимедовой спирали. Напишем уравнение спирали в полярных координатах так, как мы писали в Схо​лии Двенадцатой уравнение кривых в декартовых координа​тах. Мы уже знаем, что длина радиуса-вектора в данном слу​чае прямо пропорциональна углу, на который повернулся этот {358} вектор. Разумеется, когда вектор пройдет целый круг, то следующий круг мы начнем считать от 360°, это будет 361° (или в радианах 2π, а затем 2π + π/180 и так далее). Назовем радиус-вектор буквой r, а угол буквой ( и напишем уравнение:

r = аφ.

Это и будет самое простое уравнение спирали в полярных координатах. Чем больше угол, тем длиннее и радиус-вектор. Пропорциональность может быть различной, поэтому в урав​нении имеется коэффициент (или параметр) a.
— А что такое параметр?

— Параметр представляет собой определяющий ко​эффициент, характеризующий кривую. Так, например, угловой коэффициент прямой есть ее важнейший параметр. В данном случае для нашей спирали а и есть постоянная под​нормаль (или субнормаль) Архимедовой спирали. Чем он боль​ше, тем шире и разворот спирали. Чем он меньше, тем ближе один к другому ложатся витки спирали. Он либо раздвигает, либо сдвигает спираль. Например, когда ты заводишь часы с пру​жиной, то она сжимается. Полагая, что пружина в плане близка к Архимедовой спирали, ты, заводя часы, уменьшаешь ее пара​метр а.
— Как будто что-то я начинаю соображать, — сказал Илюша. — Это немного похоже на то, если изменять угол конуса при вершине. Конус, конечно, станет другой.

— В этом роде. А теперь мы уже подходим к концу на​шего рассказа. После того как Архимед установил это замеча​тельное свойство спирали, он нашел еще и выражение ее по​лярной подкасательной (субтангенса). Если уравнение спи​рали таково, как мы написали, то в современных обозначениях полярная подкасательная спирали будет равна rφ. Теперь если у нас некоторый угол φ1 будет равен 2π...

— То есть если радиус-вектор обойдет целый круг?

— Именно! Тогда соответствующий этому углу радиус-век​тор по нашему уравнению будет равен: r1 = 2πа, а его подка​сательная по ее уравнению, которое мы только что записали, будет:

4π2a = 2πr1,

то есть равна длине окружности, радиусом которой является радиус-вектор в конце первого витка спирали. Вот и получает​ся при помощи геометрического построения совершенно точное определение длины окружности. Об этом и говорил византиец Евтокий Аскалонский. Средневековые математики не разобра-{359}лись в том удивительном построении, которое мы сейчас вкратце рассмотрели. То, что писал тонкий комментатор Архимеда — Евтокий об этом решении, вовсе их сбило с толку: начали даже поговаривать, что «по-видимому» сама геометрия — наука «не​точная»! Их путало еще и то, что им уже было известно о су​ществовании целого ряда приближений для определения числа (: в библии дается число 3,0; у Витрувия, римского архи​тектора,— 3,125 (вавилонское приближение); у самого Архи​мода — 3,14... Которое из решений правильно? А спирали Архимеда вовсе не давали численного решения, что еще боль​ше их смущало.

— Как интересно! — воскликнул Илюша. — Это напоми​нает случай с диагональю квадрата: построить — одна минута, а вычислить невозможно. Только со спиралью гораздо слож​нее...

— Это верно. Но надо еще принять во внимание, что это не простое геометрическое построение, а такое, в которое вхо​дит «механическая кривая», для которой движение есть очень важный элемент. Многие древнегреческие математики были из-за этого не совсем довольны построением Архимеда, хотя это самый настоящий шедевр математической изобрета​тельности и остроумия. Однако разобрать весь ход рассужде​ний Архимеда, понять все его доказательства — дело не такое простое, как мой коротенький рассказ. Уникурсал Уникурса​лыч тебе объяснил, как ты должен поступить. Ты понял?

— Почти... Я буду стараться...1
— Стоит постараться, уверяю тебя. Это замечательное со​чинение Архимеда оказало огромную помощь европейским ученым, когда они начали строить высший математический анализ.

— А почему ты вспоминал про веретена и про центры тяжести?

— Центры тяжести различных тел тоже вычисляются путем интегрирования. Что же касается веретена, то это ве​ретеноТоричелли...

— Это тот самый, чья «торичеллиева пустота»?

Если эту кривую вращать около оси игреков, то полу​чится тело враще​ния, которое и будет  веретеном Торичелли; игла угончаясь, уходит в бесконечность.
— Тот самый. И его веретено — тело вращения, которое получается вращением кривой обратных величин вокруг оси игреков. Это было очень интересным и неожиданным откры​тием. Оно было сделано в одно и то же время Торичелли и за​мечательным математиком Бонавентурой Кавальери, чье имя тебе тоже должно быть известно. Дело в том, что вершина этого [image: image78.png]


{360} тела уходит невероятно тонкой иглой в бесконечность. И все-таки оказалось, что объем [image: image79.png]S




это​го бесконечно длинного тела вычислить можно, так как иг​ла, уходя вверх, безгранично утончается, причем это утонче​ние происходит таким образом, что уменьшение ее толщины компенсирует ее удлинение. Другими словами, если бы столб воды, подымаясь, наполнял все большую и большую часть этого веретена при неограниченном увеличении его высоты, объем всего столба все-таки стремился бы к конечному пределу. Когда это вычисление было сделано, математики еще немного подви​нулись вперед в вопросе о том, как быть с задачами, в которых участвует бесконечность.
— А значит, раньше они не знали, как это надо делать?

— Многие утверждали, что бесконечность вообще нечто такое, что выше человеческого понимания. Ученые всегда бо​ролись с этим суеверным отношением к понятиям, которые ведь изобрел сам человек. Смысл этой борьбы, во-первых, в утверждении наукой, что нет такой тайны природы, которой нельзя одолеть, а во-вто​рых, в стремлении добить​ся того, чтоб самые хит​рые и трудные мысли че​ловека были не просто чу​десами, а работали на пользу людей.
— Ну, а про магнит​ные и электрические поля я как-то слышал, что це​лый ряд задач из физики решается тоже таким пу​тем?

— Конечно. Без того, что называется в матема​тике анализом, то есть без дифференциалов и интегралов, вообще ни-{361}какой электротехнической культуры не было бы, а тем более таких чудес, как радио, телевидение и прочее.
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— Так, — сказал Илю​ша,— хорошо. А теперь ты расскажи мне немножко про логарифмы. Правда, мы ско​ро их будем проходить, но все-таки ты расскажи. И по​том, какое же они имеют от​ношение к гиперболе?

— Если взять две про​грессии и написать одну око​ло другой — арифметическую и геометрическую, — то мы получим табличку, которая напечатана на странице 361. Второй столбец (под буквой «Г») — это ряд степеней чис​ла «два». А первый (под бук​вой «А») дает самые степе​ни. Не правда ли?

— Конечно, — отвечал мальчик. — Два в четвертой степени будет шестнадцать, а в пятой — тридцать два. Понятно!

Спираль Архимеда, ко​торая умеет делить угол на любые части.
Декартова равноуголь​ная спираль. Она мо​жет заменять умноже​ние сложением.
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— Так вот, допустим, что надо умножить четыре на шестнадцать. По правилу сложения степеней, так как четыре — это два в квадрате, а шестнадцать — это два в четвертой степени, просто можно сложить эти показа​тели. Складывая два и четыре получаем шесть, а два в шестой степени есть шестьдесят четыре. Так как есть таблица, то нет необходимости вычислять, чему равно два в шестой степени, а просто надо найти то число, которое стоит во втором столбце рядом с цифрой «шесть» из первого столбца. Следовательно, теперь можно вместо умножения складывать. Ты находишь во втором столбце свои множители. Потом выписываешь соответ​ственные им числа из первого столбца, складываешь их, а по​лучив сумму, смотришь, какое число во втором столбце соот​ветствует этой сумме. Ну-ка, попробуй сам! {362}

— Сейчас, — сказал Илюша. — Я буду множить 2 048 на шестнадцать. Двум тысячам сорока восьми соответствует в первом столбце одиннадцать, шестнадцати соответствует в пер​вом столбце четыре. Надо, следовательно, сложить одинна​дцать и четыре. Получаю пятнадцать. Ищу пятнадцать в пер​вом столбце, а рядом нахожу во втором столбце ответ — 32 768.

Проверяю умножением... Совершенно верно!

— Ну вот это и есть принцип логарифмов. Сложение заме​няет умножение, вычитание заменяет деление...

— А! Как со степенями! — воскликнул Илюша. — Значит, чтобы возвести в степень, надо умножить, а чтобы извлечь корень — разделить. Я попробую! Во-первых, деление. Напри​мер, нужно разделить 524 288 на 4 096. Значит, я должен вы​честь из девятнадцати двенадцать. Получается семь, то есть выходит в результате деления сто двадцать восемь. Ну-ка, попробуем на бумажке. Так и есть! Теперь, во-вторых, я хочу возвести шестьдесят четыре в квадрат. Значит, надо шесть умножить на два. Получаю двенадцать, окончательный резуль​тат по таблице — 4 096. Проверим!.. Точно! Теперь, в-третьих, из 65 536 я извлекаю квадратный корень. Значит, придется шестнадцать разделить на два. Получаю восемь. Выходит двести пятьдесят шесть. Ну-ка, я проверю!

Повозившись немного, Илюша извлек корень и сказал:

— Да, вот уж с корнем-то ясно, какая получается значи​тельная экономия времени! А тут разделил на два — и все. А если надо кубический корень извлечь? С кубическим совсем заплачешь... Впрочем, постой-ка! Ведь с этой табличкой мож​но, наверно, и кубический корень попробовать извлечь. Если я возьму, например, число 262 144 и извлеку из него кубиче​ский корень?.. Значит, нужно восемнадцать разделить на три. Получаю шесть. А шести соответствует число шестьдесят че​тыре. Проверим! Шестьдесят четыре в квадрате, как я уже вы​яснил, равняется 4096. Ну, а если я умножу это число еще раз на шестьдесят четыре?.. Совершенно верно. Ведь так можно, пожалуй, и четвертой степени корень извлечь? Правильно? Извлекаю корень четвертой степени из числа 1048 576... и получаю тридцать два. А ну-ка, проверим! Тридцать два в ква​драте будет 1024, а 1024 в квадрате — 1048 576. Да это замечательный способ! А что такое основание логарифмов?

— В нашей табличке основанием будет два. Это то число, степень которого ты видишь во втором столбце. Общий прин​цип сопоставления двух прогрессий, арифметической и геоме​трической, был известен еще Архимеду. Это, конечно, не зна​чит, что Архимед представлял себе смысл логарифмов, но для математиков нового времени его замечания могли иметь изве​стное значение. {363}

— Теперь я понимаю, что значит эта фраза: «Логарифм какого-нибудь числа есть показатель степени, в которую надо возвести основание, чтобы получить это число». В нашей таб​личке основание есть двойка, первый столбец — это логариф​мы, а второй — числа. Ну, а чем же отличаются настоящие таблицы логарифмов от этой?

— Только тем, что у них основание не два, а десять.

— Так это очень просто! — вскричал Илюша.

— Несложно, если не считать того, что во втором столбце стоят не только точные степени десяти, но и все промежуточ​ные числа, — отвечал Радикс. — А записываем мы это так:

log232 = 5,

то есть: «Логарифм тридцати двух при основании два равен пяти». А при основании десять тот же самый логарифм будет равен:

1,50514 99783 19905 97607,

с точностью до девятнадцатой цифры после запятой.

— А можно перейти от одного основания к другому? — спросил Илюша.

— Это нетрудно, — отвечал Радикс. — Если ты разделишь двоичный логарифм на десятичный логарифм, то получишь так называемый модуль перехода, с помощью умножения на который из любого десятичного логарифма получишь двоич​ный. В данном случае этот модуль будет примерно равен 3,3219. Вывести общее правило для получения модуля пере​хода тоже дело нехитрое. Раз ты умеешь из старого основания а получать любое число, то задача, очевидно, сводится к тому, чтобы из нового основания b получить старое основание а. Но для этого новое основание b надо возвысить в степень с показателем...

— Логарифм а при основании b, — отвечал Илюша.

— Правильно. Значит, если возвести новое основание в степень logba, то будет а. Ну, а если нужно получить какое-нибудь число N, в какую степень ты должен возвысить полу​ченное число а?

— В степень, показатель которой есть логарифм этого числа N при основании а, то есть logaN.
— Так. Значит, чтобы из b получить N, нужно сначала возвысить b в степень logba, а потом результат возвысить в степень logaN. Ho при возвышении степени в степень пока​затели перемножаются, следовательно, можно сказать, что для получения числа N надо возвысить основание b в степень с показателем

logbа( logaN. {364}

Это и есть, стало быть, логарифм числа N при основании b, и ты можешь написать

logbN = logba ( logaN.
Значит, logba и есть модуль для перевода логарифмов при основании а в логарифмы при основании b. Он есть не что иное, как логарифм «старого» основания а по «новому» осно​ванию b. Ну, а теперь попробуй сообразить, какая бы вышла таблица, если бы вместо основания «два» мы взяли основание «восемь» (см. таблицу).

— Основание увеличивается... значит, против единицы в первом столбце будет стоять теперь уж не два, а восемь... Ну, так, значит, логарифмы уменьшатся. Вот какая будет тогда табличка. И действительно, так и выходит: здесь множитель 1/3 есть логарифм «старого» основания «два» по «новому», то есть по основанию «восемь». А если бы от этой новой таблич​ки надо было перейти к логарифмам с основанием «два», то пришлось бы множить на три, а три и есть логарифм восьми по основанию «два».
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— Правильно, юноша! Ну вот, как видишь, штука не та​кая хитрая. А польза от логарифмов очень большая. Представь себе, что надо извлечь из семи корень шестьдесят седьмой степени. Как ты это сделаешь? А с логарифмами это не​сложное дело. Взял таблицы, нашел логарифм семи, разделил его на шесть​десят семь, потом нашел опять в таб​лицах число, соответствующее частно​му от деления,— вот и готово!

— Интересно! — сказал Илюша, — А сколько будет корень шестьдесят седьмой степени из семи?

— Немножко больше единицы.

— Ну да, — отвечал Илюша, — ко​нечно, меньше единицы быть не мо​жет, потому что дробь от возведения в степень будет только уменьшаться. Ясно! Ну, а при чем здесь гипербола?

— История довольно интересная, но немножко длинная.

Если, впрочем, тебе охота послушать, можно рассказать. На​чнем с того, что возьмем гиперболу, уравнение которой будет:

y = 1/x
x
y

1
1

2
1/2

3
1/3

4
1/4

5
1/5

6
1/6

Я думаю, что ты уж встречался с ней, и не однажды. Если ее начертить, то получится хорошо известный тебе график обратной пропорциональности. Ясно, что если рас-{365}сматривать гиперболу как кониче​ское сечение, то мы получим только одну ее ветвь. Подставляя в уравне​ние данные, начиная с единицы, мы получим, табличку. А теперь возьмем часть площади под гиперболой, ко​торая у нас заштрихована на черте​же, — часть гиперболы, ограничен​ную двумя ординатами, соответству​ющими абсциссам «один» и «два», и осью абсцисс. Вот с этим-то неболь​шим кусочком гиперболы мы начнем колдовать. Как ты полагаешь, удаст​ся ли нам сдвинуть этот гиперболи​ческий трапецоид направо, вдоль по абсциссе так, чтобы ордината, соот​ветствующая точке абсциссы «один», попала как раз на то место, где сейчас находится ордината, соответствующая точке абсциссы «три»?

— Хм... пока не знаю... — протянул Илюша. — Ну, по​смотрим!

— Посмотрим! — посмеиваясь, согласился Радикс. — Мы ведь можем изобрести специальный прибор для рассмотрения этой проблемы. Вот он, смотри!

Перед Илюшей немедленно появился большой, немного на​клонный стол, вроде витрин в музейных залах. На нем под зеркальным стеклом шли оси координат. Однако на этот раз Радикс почему-то повернул эту систему на девяносто градусов против часовой, стрелки, так что теперь ось игреков пошла горизонтально налево, а ось иксов стала вверх вертикально. Между осями проходила ветвь гиперболы, близко подходя, на​верху к оси иксов.

Когда мальчик пригляделся, он заметил, что это не одно стекло, а два, между которыми имеется зазор шириной в два миллиметра, для которого гипербола и ось абсцисс образуют сплошные продольные стенки. Промежуток между этими дву​мя стенками был сверху и снизу открыт. Радикс взял тонень​кую резиновую перегородочку и вставил ее снизу в зазор против точки на оси абсцисс, отвечающей значению х = 1, и перегородочка стала вплотную в промежуток между осью абсцисс и гиперболой. Затем Радикс взял банку с ртутью и осторожно сверху налил ртути в зазор между гиперболой и осью абсцисс, так что ртуть заполнила промежуток между ними над перегородкой до уровня, отмеченного х = 2 на оси иксов.

— Вот кусочек гиперболической площади,— сказал он. — Так? {366}

Затем Радикс осторожно передвинул резиновую перегоро​дочку от абсциссы «1» до абсциссы «3».

Илюша внимательно посмотрел и увидел, что теперь по​верхность ртути оказалась сверху против точки с абсцис​сой х = 6.

— Понятно? — спросил Радикс.

— Из одного трапецоида вышло три, — задумчиво конста​тировал мальчик. — Было от одного до двух, а теперь стало от трех до шести. А как эти получились, не знаю...

Радикс махнул ручонкой, и вся ртуть немедленно исчезла.

Поглядев машинально на банку, Илюша заметил, что коли​чество ртути в банке снова увеличилось, а сбоку прыгает одна капелька, никак не может попасть обратно в банку.

Вот как Радикс сначала поставил этот чертеж.

А потом повернули обратно.
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— Возьмем,— сказал Радикс,— очень тонкую полоску, тол​щиной в долю микрона. Если взять еще тоньше, так, пожалуй, и не увидишь. Так ведь и делали математики в старое время, когда свойства бесконечно малых не были еще достаточно хо​рошо исследованы и обсуждены. В этом роде действовали, например, Архимед, Кеплер и Кавальери. Это было начало возникновения анализа бесконечно малых, и при разрешении некоторых, сравнительно простых вопросов в руках крупных ученых этот несовершенный способ давал серьезные, а для тех времен даже и решающие результаты. Во всяком случае, без {367} этих первых, робких и грубых попыток интегрировать и диф​ференцировать с помощью таких, как выражался Кавальери, «неделимых» полосок вряд ли наука сумела бы создать то, чем стала математика в наше время.
Итак, мы берем такую тончайшую полоску как раз против абсциссы с пометкой «один». Впрочем, сказать по совести, мне надоело возиться с перегородкой, и я привык, чтобы ось иксов шла горизон​тально. Поэтому я попрошу ртуть теперь уж без подпорок занимать полагающееся ей пространство между двумя верти​кальными ординатами гиперболы.

Оси послушно повернулись, а Радикс сердито глянул на банку со ртутью. Бедная капелька, которая никак не могла попасть обратно в банку, опрометью кинулась обратно к стек​лянной гиперболе и немедленно растянулась против абсциссы «1» тоненькой-претоненькой блистающей серебряной ниточкой.

— Хороша «неделимая» полоска? — спросил Радикс.

— Да,— отвечал Илюша,— уж поистине «неделимая».
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— Допустим! — усмехнулся Радикс. — Пусть на этот раз будет по-твоему. Это, конечно, не совсем по Кавальери... Ну, все равно, не будем уж на этот раз придираться!.. Но пред​ставь себе, что я хочу ее переместить к абсциссе с пометкой «три». Поскольку эта полоска имеет некоторую конечную тол​щину, хоть и очень небольшую, она, чтобы уместиться под гиперболой, должна стать короче, а самое главное — толще. Так вот: во сколько раз она станет толще?

— Поскольку уравнение гиперболы дает для игрека величины, обратные иксу, то ясно, что для абсциссы «один» мы и ординату получаем «один», а для абсциссы «три» мы получаем «одну третью». Опираясь на уравнение гипер​болы, я утверждаю, что наша полоска должна, если ее перенести от абсциссы «один» к абсцис​се «три», стать толще в три раза, ибо одна треть в три раза меньше единицы. По-моему, иначе быть не может.
Немедленно тончайшая ртутная ниточка сложилась втрое и быстро двинулась направо. Действительно, когда она добралась до абсцис​сы «три», она стала той длины, какой в этом месте была ордината гиперболы.{368}

— Ясно, — сказал Илюша.
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— А далее, — спросил Радикс, — если взять еще одну тончайшую полоску, которая будет стоять ря​дом с первой, то с ней что будет?

— Я не могу сообразить сразу, как это будет, — отвечал мальчик, — но мне кажется, что если бы мы взяли целый полк тончайших полосок и стали их так перемещать...
— А ведь когда я перемещал целый трапецоид, я именно это и делал! — заметил Радикс.
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— Ах да!— спохватился, Илюша.— Разумеется. Но я уж буду пока по-своему рассуждать... Итак, ты перемещаешь, скажем, две полоски, они стоят рядом... а стадо быть, если первая, сложившись втрое, попадет в абсциссу «три», то ведь и вторая полоска очутится на расстоянии втрое более даль​нем, а следовательно, и ей придется сложиться опять-таки втрое. А если это так, то очевидно, что и любая (то есть третья, четвертая, пятая и так далее) полоска тоже должна будет потолстеть при таком перемещении ровно втрое. А тогда и все они вместе, то есть вся площадь трапецоида, тоже долж​ны будут стать втрое толще. И теперь попятно, почему ртуть заняла площадь от «трех» до «шести» по абсциссе.

— Превосходно! — ответствовал Радикс.— Ну, а скажи мне, что будет, если я возьму площадку от икса, равного единице, до икса, равного некоторому n, и перенесу ее опять направо, {369} так, чтобы ее начало совпадало с иксом, равным какому-то m?

— Придется растянуть всю эту площадку в m раз. И она тогда займет расстояние по абсциссе от m до mn.
— Итак, — продолжал Радикс, — допустим теперь, что я возьму одну площадочку от «один» по абсциссе до «два». И теперь я хочу к ней пристроить сбоку, справа, еще одну точно такую же, то есть удвоить мою площадку. Затем, когда я пристрою вторую, я захочу пристроить третью, снова той же самой величины, то есть утроить первоначальную площадку. Затем пристрою четвертую, пятую и так далее. И все они должны быть равновеликими. Ну, что из этого получится?

Илюша задумался на минутку, а потом сказал так:

— А может, мне снова поможет наше рассуждение со ртутью? Если трапецоид перенести от абсциссы «один» к абсциссе «два», то ясно, что он растянется вдвое. Следова​тельно, и вторая пристраиваемая площадочка будет длинней по абсциссе, то есть продолжится от абсциссы «два» до абсцис​сы «четыре». Третья пристраиваемая площадка будет вдвое длиннее второй и займет место до абсциссы «восемь», а чет​вертая — вдвое длинней третьей, пятая — вдвое против четвер​той и так далее. Значит, если начинать всегда от абсциссы «один» и брать первоначальную площадку, кончающуюся у абсциссы «два», то площадка, вдвое бóльшая по площади, кончится у абсциссы «четыре», вчетверо бóльшая по площади — у абсциссы «шестнадцать», впятеро бóльшая — у абсциссы «тридцать два», и так далее, и так далее. Да ведь это выходит геометрическая прогрессия, раз каждая площадка вдвое длинней по абсциссе. Вот в чем дело! Площади в ариф​метической прогрессии, конечные абсциссы — в геометрической.  — Тебе ясно, какая у гиперболы связь с логарифмами?

— Да,— ответил Илюша.— Если последовательно рассма​тривать абсциссы «два», «четыре», «восемь», «шестнадцать», «тридцать два»... идущие в геометрической прогрессии, и вы​числять площади соответствующих гиперболических трапеций, начинающихся от абсциссы х = 1, причем единицей для изме​рения площадей будет площадь первой гиперболической тра​пеции от х = 1 до х = 2, то эти площади будут идти в арифме​тической прогрессии, то есть как показатели степеней числа «два», в которые надо возвести это основание, чтобы получить конечные абсциссы «два», «четыре», «восемь», «шестнадцать» и так далее. Поэтому можно сказать, что площадь каждой тра​пеции, измеренная указанным образом, будет равна логариф​му конечной абсциссы при основании «два». Только мне не совсем понятно, почему мы взяли за единицу для измерения площадей именно эту первую гиперболическую площадку? Ведь за единицу для площадей принимают обыкновенно пло-{370}щадь квадрата со стороной, равной единице длины. Не проще ли и тут взять то же самое?

— Тогда как раз и получишь логарифмы, называемые натуральными, неперовыми, или гиперболиче​скими. Ты можешь повторить все наше рассуждение, но только за начальную площадку придется выбрать гиперболи​ческую трапецию, простирающуюся от абсциссы х = 1 на та​кое расстояние направо, насколько это нужно, чтобы под ги​перболой получилась площадка, равновеликая квадрату со сто​роной «один». Ты заметишь по чертежу внизу, что такая начальная площадка должна доходить не до абсциссы х = 2, а немного дальше, приблизительно до 2,7. Эта конечная абсцис​са обозначается буквой е и называется неперовым чис​лом. Оно не менее знаменито, чем известное тебе число π. Если провести вычисление с большей точностью, то можно обнаружить, что

е = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71135 26624 99757 54692 80835 55155 05841 72...
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Теперь скажи мне: что нужно сделать, если ты захочешь полу​чить вдвое бóльшую площадь, то есть равную двум квадрат​ным единицам?

— Здесь опять все пойдет в геометрической прогрессии, — отвечал Илюша. — Если нужно перенести единичную площадь направо, откладывая ее не от х=1, а от x=е, то надо все площадочки-неделимые втиснуть в проме​жуток в e раз более тесный и, следовательно, расширять во столько же раз их основания. Значит, я дойду до абсциссы е ( е = е2. Дальше будет то же самое. Когда я дойду от х = e до абсциссы x = en, наберется площадь, равная n.

— Значит, — сказал Радикс, — числа, изме​ряющие величины гиперболических трапеций в обычной единице меры, будут...

— Логарифмами конечных абсцисс при основании е, — отвечал Илюша. — Так это ведь и есть натуральные логарифмы? {371}

— Вот именно. И заметь, что это рассуждение дает нам в руки способ вычисления этих логарифмов для любых поло​жительных чисел, что далеко не так просто сделать, если искать нужный показатель сте​пени. Потому что вычислять с дробными степенями, как ты сам, вероятно, не раз замечал, не так уж весело. Здесь же можно просто отложить абсцис​су, равную числу N, логарифм которого тебе нужен, и изме​рить площадь гиперболической трапеции от х = 1 до х = N.
— Но это уже будет гео​метрический способ. А потом как же быть с большими чис​лами?
— На миллиметровой бу​маге можно добиться довольно большой точности, а для боль​ших чисел придется уже вы​числять. Вспомни, как мы вы​числяли площадь, ограниченную дугой параболы. Ты ведь и здесь можешь разбить инте​ресующий тебя участок на боль​шое число частей и вычислить (а не измерять непосредственно) сумму площадей соответст​вующих тоненьких прямоугольников. Это уже можно сделать с любой степенью точности, то есть той, какая понадобится. Но есть и более удобные способы вычисления логарифмов.
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— А какие же логарифмы применяются на самом деле, — спросил Илюша, — натуральные или какие-нибудь другие?

— Натуральные обладают целым рядом преимуществ перед остальными, и в математическом анализе применяются почти исключительно они. Но в практических вычислениях удобнее иметь дело с десятичными, для которых и составлены таблицы. А если надо перейти от десятичных к натуральным или на​оборот, то пользуются модулем перехода, о котором мы уже говорили. Чтобы получить десятичный логарифм, надо нату​ральный умножить на

М = 0,43429 44809 03251 82765 11289 18916 60508 22943 97005 80376 75761 14453 78... {372} Это число называется модулем деся​тичных логарифмов.
Точки А и В лежат на кругах, по которым вписанные шары со​прикасаются с конусом. Ясно, что ВA есть величина постоян​ная? А ну-ка, докажи это равенство!
F1P + F2Р = ВР + РA = ВA
Кто сам докажет, того перево​дим без экзаменов в следующую схолию. F1 и F2 — фокусы.
— А нельзя ли десятичные лога​рифмы получить тоже как площади ги​перболических трапеций?

— Конечно, можно. Перемена осно​вания соответствует, как мы уже ви​дели, просто перемене способа измере​ния площадей. Если ты в качестве единицы для измерения площадей вы​берешь основную гиперболическую тра​пецию, простирающуюся от х = 1 до х = 10, то как раз и получишь деся​тичные логарифмы. Так как единица измерения увеличилась, то площади будут выражаться меньшими числами, то есть десятичные логарифмы будут меньше натуральных, почему и модуль их меньше единицы.

— А почему обычные логарифмы — десятичные, а не какие-нибудь другие?

[image: image88.png]


— Просто потому, что мы пользуем​ся десятеричной системой счисления. Древний халдей, вероятно, выбрал бы для основания не десять, а свое люби​мое число шестьдесят, если бы он доду​мался до логарифмов. А в десятеричной системе счисления сразу известны ло​гарифмы чисел 10, 100, 1000, 10000 и т. д. Они равны 1, 2, 3, 4... Поэтому, умножая какое-нибудь число на десять, сто и так далее, сразу можно сказать, что десятичный лога​рифм этого числа увеличится на единицу, на два и прочее, а при делении будет наоборот. Это очень облегчает пользование таблицами.

— А это что та​кое? — спросил док​тор У. У. Уникурсальян.
Илюша помолчал минутку.

— Вот что, — произнес он наконец, — мне кажется, что теперь я могу разобраться, почему при помощи логарифмов умножение заменяется сложением. Если взять гиперболиче​скую площадку от х = 1 до х = n, то это будет логарифм числа n. Если к нему рядом приладить еще одну площадку величиной от х = 1 до х = m, то есть логарифм числа m, то, как мы уже делали раньше, придется вторую площадку рас​тянуть от n до nm, удлинив абсциссу в m раз. Значит, тут конечные абсциссы (то есть числа) перемножаются, в то время как площади складываются. Вот теперь мне, {373} кажется, все ясно. Значит, одно из конических сечений име​ет самое тесное отношение к прогрессиям. Как все это свя​зано!

— Вот эта связь различных разделов математики друг с другом и есть величайшая драгоценность нашей науки 1.

— Как интересно!— воскликнул Илюша.— А скажи, пожа​луйста, когда были открыты логарифмы?

— В начале семнадцатого века Джоном Непером, шотландцем.

— А-а! — сказал Илюша. — Вот в чем дело-то! Вот при чем тут шотландский сыр!

— Конечно! Про этого Непера говорили, что он увеличил вдвое продолжительность жизни астронома, потому что с ло​гарифмами можно насчитать вдвое больше, чем без них. Разу​меется, нетрудно догадаться, что все, что мы проделали с не​делимыми, можно отлично перевести и на современный язык теории пределов, стоит только вместо суммы «неделимых полосок» рассматривать предел суммы бесконечно утончаю​щихся вписанных или описанных прямоугольничков, как мы делали уже в Схолии Пятнадцатой.

— А теперь расскажи еще про гиперболу. Греки опреде​лили параболу как геометрическое место. А гиперболу нельзя так определить?

Вот как чертится эллипс.

Кто скажет, в каком отношении друг к другу находятся отрезки F1Е и F2E — с одной стороны, и большая ось эл​липса АВ — с другой? Карандаш уверяет, что стоит ему дойти до точки…
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— Можно. И гиперболу и эллипс. В эллипсе есть две весьма замечательные точки. Чтобы показать их тебе, я впишу в конус два соприкасающихся шара: один поближе к вершине конуса; другой подальше. Второй шар будет побольше, первый поменьше. Теперь я просуну между ними секущую плоскость (которая, разумеется, не имеет толщины). Оба шара будут ее касаться в одной точке, если плоскость будет лежать парал​лельно основанию конуса. И эта точка касания будет центром той окружности, которая будет сечением конуса этой самой плоскостью. Теперь я начну секущую плоскость наклонять. Так как шары ее крепко держат, то мы попросим первый шар, который поменьше, потесниться и сделаться немного меньше. Когда таким образом нам удастся повернуть секущую плос​кость под некоторым углом к основанию конуса, то сечение конуса станет уже не кругом, а эллипсом, а два шара будут касаться секущей плоскости (а тем самым и плоскости эллип​са) в двух точках, а не в одной. Эти две точки называются {374} фокусами эллипса. Так вот, эллипс можно определить как геометрическое место точек, сумма расстояний которых от двух фокусов есть величина постоянная. По нашей фигуре эта постоянная равна длине общей касательной к двум ша​рам. Кстати сказать, не так трудно представить себе, что пря​мые, соединяющие фокусы с любой точкой эллипса (его радиусы-векторы), каждый раз образуют между собой некоторый угол. Так вот биссектриса этого угла как раз будет нор​малью эллипса к данной точке, а следовательно, найти и каса​тельную к эллипсу не очень сложно. В таком случае гипербо​ла есть геометрическое место точек, разность расстояний которых от двух фокусов есть величина постоянная. Вот по​пробуй нарисуй чертеж с конусом и двумя шарами, при помо​щи которого это было бы легко доказать. Из этого нового определения эллипса получается простой способ черчения эл​липса. В двух точках — фокусах — ты накалываешь на бумагу две кнопки. Потом берешь нитку и связываешь ее колечком так, чтобы вся длина этого кольца была равна расстоянию между фокусами плюс та самая постоянная сумма расстояний от точек эллипса до двух фокусов. Надеваешь эту связанную {375} нитку на кнопки, а потом под​деваешь ее кончиком каранда​ша, натягиваешь и чертишь. Карандаш тебе как раз вычер​тит эллипс. Чем ближе поста​вить при одной и той же нитке фокусы-кнопки, тем больше эл​липс будет походить на круг. Чем дальше их расставить, тем более продолговатым будет эл​липс. Если поставить кнопки совсем рядом, а нитку взять подлинней, то эллипс трудно будет отличить от круга, то есть когда фокусы сходятся в одной точке, эллипс превращается в круг. А если ты так далеко рас​ставишь кнопки, что нитка со​всем натянется, эллипс превра​тится в отрезок прямой.
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— Так,— отвечал Илюша.— Обязательно попробую. Эллипс ведь очень красивая фигура! Ну, а если взять не сумму рас​стояний до двух точек и не разность, а, например, произве​дение?

— Тогда получится овал или восьмерка. Эта фигура назы​вается лемнискатой. Ее построил математик Яков Бер​нулли. Уравнение этой кривой будет не второго порядка, как все конические сечения, а четвертого.

— Ишь какая важная!

— Это еще невелика важность, — ответил, усмехнувшись, Радикс.

— А начертить параболу и гиперболу труднее, чем эллипс?

Вот как надо чертить гиперболу.

Прошу любить да жаловать! Это сама Лемниската Яковлевна Бернул​ли. Основное ее свойство в том, что произведение [(F1A) (AF2)] есть ве​личина постоянная, то есть площадь квадрата со стороной F1O равна площади прямоугольника со сторонами F1A и AF2.
— Нет, — отвечал Радикс, — не так уж трудно. Гиперболу можно начертить так. Возьмем линейку и закрепим ее в одном из фокусов одним концом так, чтобы она могла вращаться вокруг фокуса, как на шарнире. Гипербола определяется, как мы говорили, постоянной разностью между расстояниями от каждой ее точки до двух фокусов. Назовем эту разность 2а и расстояние между фокусами 2с, причем с всегда больше а. У эллипса, кстати сказать, будет как раз наоборот, если на​зывать там 2а суммой соответствующих расстояний. Так вот, берем линейку, которая должна быть длиннее расстояния 2с, и нитку, длина которой равна длине линейки минус 2а. Один конец нитки закрепляем кнопкой в свободном фокусе (то есть не в том, в котором мы закрепили линейку), а другой ее конец {376} прикрепляем к свободному концу линейки. Теперь, если натя​гивать кончиком карандаша нитку по линейке и в то же время поворачивать линейку около фокуса, карандаш начертит ги​перболу.
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— Это я тоже вычерчу! — отвечал Илюша. — А параболу?

— А параболу чертят при помощи линейки и угольника. Ты ставишь линейку по директрисе па​раболы и прикладываешь к ней вплотную угольник малым катетом. Потом бе​решь нитку, равную по длине большому катету, и закрепляешь ее с одной стороны в фокусе парабо​лы кнопкой, а с другой — в конце большого катета, у острого угла. Натягива​ешь нить карандашом, а в то же время заставля​ешь малый катет угольни​ка скользить по линейке.
— Ну хорошо, — ска​зал Илюша. — А как же {377} решается уравнение третьей степени, то есть кубическое? Мы чертили график этого уравнения и находили максимум и ми​нимум ординаты, А как найти корни?
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— В частных случаях иногда кубическое уравнение ре​шается довольно просто. Вот задача индусского математика Бхаскара Ачариа, жившего в двенадцатом веке нашей эры:

x3 — 6x2 + 12x = 35.

Достаточно в левой части прибавить и вычесть восемь, чтобы получить точный куб:

(х3 — 6х2 + 12х — 8) + 8 = 35,
х3 — 6х2 + 12х — 8 = 27;

(х — 2)3 = 27;

Можно увидеть Лемнискату, если удаст​ся достать арагонитовую либо селитря​ную пластинку и рассматривать ее в поляризованном свете.
х — 2 = 3; х = 5.

Индусский математик нашел только один корень. Другие два будут комплексные, и их легко найти, выделив один из мно​жителей нашего четырехчлена, то есть:
Вот как чертят параболу.
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{378}

х3 — 6х2 + 12х — 35 = 0;

х3 — 5х2 — х2 + 5х + 7х —35 = 0;

х2 (х — 5) — х (х — 5) +7 (х — 5) = 0;

(х—5) (х2—х + 7) = 0.

Затем ты приравниваешь нулю трехчлен во вто​рой скобке и решаешь квадратное уравнение. Так мы найдем два комплекс​ных корня. А для общего случая есть специальная формула, от​крытая в шестнадцатом веке итальянским мате​матиком Тарталья, хотя ее чаще называют фор​мулой Кардана, по имени другого матема​тика, современника Тартальи, который ее впер​вые опубликовал. История этого Тартальи весьма по​учительна. В начале шестнадцатого века его родной город Брешиа взяли приступом непри​ятельские войска. Тарталья, шестилетний мальчик, был найден с разрубленным лицом около бездыханного тела своего отца. Из-за этой раны он так и остался заикой на всю жизнь, а «тар​талья» как раз и значит «заика» — это не имя его, а прозвище. Мать его после кон​чины отца осталась в такой нищете, что взяла своего сынишку из школы, как только он выучил аз​буку до буквы «к». Но мальчик горячо любил науку и сам выучился грамоте, потом древним языкам, без которых в то время нельзя было учиться дальше, а затем овладел математикой. А ведь он был до того беден, что даже не мог купить себе бумаги для вычислений и проделывал их на плитах старого кладбища! Тем не менее он стал ученым и сделал немало для алгебры 1. Вот какая за​мечательная настойчивость!

— Как наш Ломоносов!

— Правильно! — отвечал Радикс. — Великий был человек Ломоносов. И не зря он выразил уверенность, «что может собст​венных Платонов и быстрых разумом Невтонов Российская земля рождать». 

— А почему он вспоминает Платона?

— Потому что Платон тоже занимался математикой и очень ценил ее. Из его сочинений извлечено теперь много дан​ных о древней науке 2. Полагают, например, что он дал опре​деление понятию геометрического места. Добавлю, кстати, что кубическая парабола — немаловажная в технике кривая. На​пример, когда строители железных дорог рассчитывают пово​рот пути так, чтобы поезд на большой скорости плавно повер​нул по рельсам, то это закругление нужно рассчитывать именно по кубической параболе. {379}

— Мне еще хочется узнать про максимумы, — попросил Илюша. — Это очень трудно — их определить?

— Да нет, — отвечал Радикс, — не так уж трудно. Давай возьмем пример. Допустим, имеется прямоугольник. Какие надо взять стороны у прямоугольника, чтобы его площадь была наибольшей, если сумма этих двух сторон равна восемна​дцати?

— Плохо я что-то понимаю эту задачу! — заметил Илюша.

— Ты слушай. — отвечал Радикс, — и постепенно уразу​меешь. Начнем вот с чего. Пусть наши стороны-множители бу​дут а и b, а их сумма будет с, то есть

а + b = с.

Теперь возьмем квадраты их суммы и разности и вычтем один из другого:

(а + b)2 = а2 + 2аb + b2
— (а — b)2 =  a2 — 2ab + b2
(а + b)2 — (а — b)2 = 4аb

Так как (а + b) равно с, то мы можем написать:

с2— (a — b)2 = 4ab,
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или так еще:

Отсюда ясно, что поскольку с есть величина постоянная, то произведение аb изменяется только в зависимости от измене​ния разности (а — b), но так как квадрат этой разности с ми​нусом, то ясно, что это произведение тем больше, чем меньше абсолютная величина разности (а—b). Следовательно, произ​ведение двух чисел тогда достигает максимума, когда абсо​лютная величина их разности достигнет минимума. Тебе это ясно?

— Как будто ясно.

— Ну, поехали дальше! Давай назовем игреком искомое произведение. А части его — одна будет икс, а другая...

— А другая будет восемнадцать минус икс, — подсказал Илюша.

— Верно. Следовательно, игрек будет записан так:

у = х (18— х). {380}

Теперь возьмем разность наших множителей. Назовем ее игрек со штрихом, то есть игрек-штрих:

                    у' = х — (18 — х).

Так как мы хотим, чтобы этот игрек-штрих стал минималь​ным, то поищем, чему должен равняться икс, если игрек-штрих станет нулем. И напишем:

х — (18 — х) = 0,

х — 18 + х = 0; 2х = 18;

х = 9.
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Произведение достигает максимума, когда одна его часть рав​на девяти, а следовательно, и другая тоже равна девяти. Дру​гими словами, максимальную площадь из всех прямоугольни​ков с одинаковым периметром имеет квадрат. Составим табличку. В третьей графе ее стоит не самая разность, а ее абсолютная величина. Дальше девяти табличку продолжать не стоит: все будет симметрично повторяться в обратном порядке.
Из двух последних столбцов видно, что когда множители равны, то их разность, как и полагается, равна нулю, а произве​дение их становится наибольшим, то есть дости​гает максимума.

— Так, — сказал Илюша. — Действительно, если продол​жить табличку и иксу дать значение «десять», то другой мно​житель будет равен восьми и произведение пойдет на убыль в обратном порядке. Действительно, максимум!

— А теперь давай начертим график нашего уравнения:

у = 18х — х2. {381}
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Ты видишь, что эта кри​вая (а это парабола!) как раз проходит через наи​высшую точку, когда икс равен девяти. Что озна​чает с геометрической точ​ки зрения то обстоятель​ство, что для икса, равно​го девяти, игрек-штрих ра​вен нулю? Дело в том, что игрек-штрих показывает, как меняется угловой ко​эффициент касательной к параболе. А ты, наверно, помнишь, что этот коэффициент равен тангенсу угла наклона касательной по отношению к положительному направлению оси абсцисс? Ты, наверное, помнишь и то, что когда кривая достигает максимума, то касательная, естественно, распола​гается...

— Параллельно оси иксов, то есть горизонтально! — под​хватил Илюша.

— Верно! Ну, а теперь скажи мне, какой она в таком слу​чае образует угол с осью абсцисс?

— Никакого угла она не образует!

— Никакого? .. — переспросил Радикс. — Таким образом, если тебя кто-нибудь попросит сказать, тепло ли сегодня на улице, то ты посмотришь на градусник за окном, увидишь, нуль градусов, и скажешь, что сегодня никакой температуры не наблюдается. Так я тебя понял?

— Нет, — сказал Илюша, смутившись, — конечно, так ска​зать нельзя. Тут-я должен сказать, что угол этот заключает в себе нуль градусов.

— Как раз!— отвечал Радикс.— А теперь ответь мне, чему равен тангенс нуля градусов?

— Нулю, конечно!

— Ну, так вот игрек-штрих и дает этот самый нуль. Вот как производится изыскание максимумов или минимумов! Это одна из самых важных задач в дифференциальном исчисле​нии. Этим делом очень много и плодотворно занимались Фермá и Паскаль. Впрочем, задача, которую мы сейчас разбирали, была решена еще греческим математиком Никомахом во вто​ром веке нашей эры.

— А на самом деле, когда математики ищут максимум, они тоже так поступают, как ты мне сейчас показывал, или ты это только для меня придумал?

— Так делали в старое время, во времена Ферма, например. {382}

А сейчас это делают немножко не так. Смысл действий, впро​чем, один и тот же.

— А как это теперь делается?

— Ну что ж, давай попробуем одолеть и эту премудрость. Если мы возьмем ту же самую функцию да еще припомним то, как мы рассуждали по вопросу о превращении секущей в ка​сательную в предыдущей схолии, то справиться с этим будет не так уж трудно. Для этого нам необходимо, как ты, веро​ятно, помнишь, исследовать параболу с точки зрения измене​ния... Ну-ка, скажи мне: изменения чего?

— Я думаю, — довольно бойко отвечал Илюша, — что речь пойдет об изменении скорости, с которой растет функция.

— Правильно. Итак, приступим к изучению изменения скорости изменения функции. Для этого дадим независимой переменной, то есть иксу, некое приращение, которое мы обозначим через Δх. Здесь Δ — не множитель, а заменяющая слово «приращение» прописная греческая буква «дельта», ко​торая читается, как наше «Д». А читается формула просто: «дельта икс». Приращение это не очень большое, не очень и маленькое, но, в общем, конечное. Теперь поскольку икс, независимая переменная, получил некое приращение (ну, до​пустим, что икс у нас равнялся двум, а теперь будет два и нуль-нуль-три после запятой), то, так как игрек есть пере​менная...

— Зависимая! — подсказал проворно Илья.

— ...а следовательно, и она должна тоже... Что тоже?

— Тоже получит приращение.

  — Ответ достойный. И мы назовем это приращение Δу, то есть «дельта игрек». Когда мы найдем приращения, то возь​мем их отношение. Если все это изобразить на чертеже, то легко заметить, что получается тот же самый замечатель​ный характеристический Паскалев прямоугольный тре​угольник, который ты видел на странице... (не спутай только этот Паскалев треугольник с другим, биномиальным Паска​левым треугольником, о котором шла речь в Схолии Седьмой! Не забудь, что это характеристический дифференци​альный треугольник, введенный впервые Архимедом!). Кате​тами его будут Δх и Δу, а гипотенузой будет прямая, которая рассечет нашу кривую и которую за это самое люди добрые зовут...

— Секущей, — отвечал мальчик.

— А теперь скажи, каков смысл этого отношения?

— По-моему, это будет тангенс угла α, — сказал Илюша.

— Несомненно. Только я тебя спрашиваю не про то, что это будет, а чтó это означает.

— Мне кажется, что этот тангенс как-то, может быть, и {383} грубо, во все же измеряет ту же самую скорость. Я заключаю это из того, что если все построение сдвинуть по абсциссе вправо или влево, не изменяя размеров приращения икса, то наклон секущей по отношению к положительному направле​нию оси абсцисс, — а следовательно, и тангенс соответствую​щего угла, — изменится. И изменится в соответствии с из​менением скорости роста нашей функции.

— Превосходно, молодой человек! Но это все же еще не совсем точно. Давай-ка вычислим, чему же равно это отноше​ние. Пусть до приращения икс достиг значения, которое мы обозначим просто х, а соответственный игрек — аналогично тоже просто буквой у, и пусть переменные, получив и та и другая свои приращения, получат значения х1 и у1. В таком случае можно написать, что

Δх = х1 — х;

Δу = у1 — у = (18х1 — х12) — (18х — х2),

а следовательно, отношение их будет

Δу/Δх = (18х1 — х12 —18х + х2)/(х1 — х) 
Вот что представляет собой тангенс наклона секущей. Ты был прав, говоря, что он измеряет, скорость изменения функции. Но вот на что следует обратить внимание: а хорошо ли он ее из​меряет? Ясно, что не очень хорошо, ибо его показания зависят от размера приращения независимой переменной. Это раз. Во-вторых, ясно, что секущая может дать указания на скорость лишь в среднем, на измеряемом промежутке, то есть толь​ко в общем, а отнюдь не в тех важнейших подробностях, которые могут понадобиться в исследовании. И вот в силу этих двух особенностей это показание недостаточно. Что же следует сделать и как с ним поступить, дабы его коренным образом улучшить? Для этого мы начнем сближать х1 и х, тогда у1 и у также начнут сближаться. И если мы будем все умень​шать и уменьшать расстояние между х1 и х, то при безгранич​ном уменьшении секущая... Что сделает наша секущая?
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— А как ты будешь уменьшать? — спросил в свою очередь Илья, глянув на чертеж.
— Я буду придви​гать х1 к х справа на​лево.

— В таком случае {384} секущая станет поворачиваться около точки А. И в конце кон​цов она станет не секущей, а касательной.

— Я бы только сказал не «в конце концов», а в преде​ле. Так! Ну, а теперь посмотрим, что получится с этим умень​шением приращений не на чертеже, а в нашей формуле отно​шения приращений:

Δу/Δх = (18х1 — х12 — 18х + х2)/(х1 — х)
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Дальнейшие преобразования уже несложны:

[image: image98.png]N




Теперь, если х1 безгранично приближается к х, а у1 тем же порядком приближается к у, то, очевидно, мы уже получаем полное право в пределе не делать отличия между х1 и х, а про​сто положить их равными друг другу. Тогда правая часть по​следней формулы превратится в

18 — 2х.
Это и будет искомая производная. А чтобы найти макси​мум, мы должны приравнять ее нулю, решить получившееся уравнение относительно икса — и все. Отмечу еще, что предел отношения обозначается теперь уже не через отношение дельт, а через отношение латинских d; пишется

dy/dx = 18 — 2x,

а читается «дэ игрек по дэ икс». Но, конечно, для более слож​ных функций все это сделать труднее. Дифференциальное ис​числение и занимается установлением формул и правил, с по​мощью которых можно, зная выражение у через х, найти за​кон «изменения скорости изменения» у, то есть найти выра​жение для производной dy/dx. Интегральное исчисление, как мы выяснили, занимается обратной задачей.

— Очень хорошо! — воскликнул Илюша. — Теперь еще только один вопрос. Ты обещал рассказать про гору Пюи де-Дом и Паскаля. {385}

— Хорошо! Это происходило в то самое время, когда европейские мыслители нового времени начали деятельно и успешно бороться со схоластическим (только не путай с на​шими схолиями!) мировоззрением. Схоласты старались все доказывать не опытным путем, а при помощи ссылок на авто​ритеты. Дело доходило до очень смешных, с нашей точки зре​ния, разговоров. Один из очень видных схоластических мудре​цов, например, утверждал, что чудеса, о которых рассказывают монахи, вещь вполне возможная, и ссылался при этом всерьез на поэмы римского стихотворца Овидия, который просто писал очень красивые и замысловатые сказки в стихах о волшебных превращениях 1. А наш мудрец все это принял за чистую мо​нету. Если так рассуждали в то время ученые-философы, то можешь себе представить, что делали люди менее образован​ные! Так вот, в то время единственным авторитетом в области физики признавался Аристотель. И мнения этого «великого стагирита», то есть уроженца города Стагиры, нельзя было оспаривать. Аристотель объяснял явление всасывания, которое наблюдается в насосе, тем, что «природа боится пустоты». Эта странная черта характера природы никого не удивляла, никто и не подумал найти ее причину, и дальше этого объяснения не шли. Но в семнадцатом веке, когда техника уже значитель​но ушла вперед и, в частности, в связи с развитием горного дела развилась техника водоотливных средств, Торичелли под влиянием Галилея произвел замечательные опыты и неожи​данно для всех мудрецов нашел свою знаменитую «торичел​лиеву пустоту». Паскаль повторил опыты Торичелли, но с очень важным усложнением: он делал их на разной высоте над уровнем моря, дабы обнаружить различия в давлении атмосферы на разных высотах, вполне объясняющие боязнь пустоты. Это ему удалось в полной мере. По просьбе Паскаля его шурин проделал опыты на горе Пюи-де-Дом, на сравни​тельно большой высоте. Паскаль так ценил эти опыты на горе Пюи-де-Дом, что придумал себе даже особенный псевдо​ним «Луи де Монтальт», что обозначает «Луи с Высокой Горы». Это был великий бой ученых с невежеством, и высота Пюи-де-Дом, этот Монтальт Паскаля, осталась в этой битве за нами! {386}

— Ура!— закричал Илюша.— Наша взяла! А отбить они ее уже больше не могли?

— Нет! Шалишь! — отвечал Радикс. — Противник пред​принимал неоднократные контратаки, но был отбит с тяжелы​ми потерями.
— Так им и надо! А теперь расскажи мне подробней о Галилее.

— Видишь ли, — не сразу ответил Радикс, — дело не столь​ко в самой математике у Галилея, сколько в его прогрессив​ных научных стремлениях и в распространении его убеждений. Вместо схоластических разглагольствований и бесконечных ссылок на древних, он пытался находить законы природы, определить их и математически сформулировать. Он сам гово​рил: «Геометрия учит нас изобретательности», то есть геомет​рия учит ставить физический опыт так, чтобы его результат можно было бы изложить просто, кратко и ясно при помощи математической формулы. Галилей исследовал законы падения тел. И помогли ему в этом Архимед, Аполлоний, а также и древние вавилоняне.

— Хорошо! Но ты все-таки расскажи мне пояснее об этой математической формулировке...

— Видишь ли, существует понятие о «математическом есте​ствознании», которое в общем сводится к разысканию тех ма​тематических законов, которые и есть законы природы. Их изучение началось очень давно. Нет сомнения, что вавилон​ские астрономы были зачинателями этого. Правда, у них сюда еще запутывается лженаука астрология, гадание по звездам, но мы на это можем не обращать внимания.. Вернемся к тому дельному и трезвому, что у них было. Это были, например, по​пытки с помощью некоторых математических правил выра​зить движение небесных тел Солнечной системы. Так как календарь для человеческого общества вещь немаловажная, то эта тема никогда от внимания ученых не ускользала. Важные попытки были сделаны и в Древней Греции. В начале нашей эры (в эллинистическую эпоху) была уже создана вполне при​годная для практики и по-своему превосходная Птолемеева система. Древнегреческая геометрия развивалась бурно, успе​хи у нее были необыкновенные, но приложений ее на практи​ке было чрезвычайно мало. Ал-Хорезми, ученый-араб, даже относился к ней надменно, ибо не видел от нее практической пользы. И только ко времени эпохи Возрождения, на почве совершенно нового мира, вплотную ознакомившись с наукой древности, такие ученые, как Галилей и Коперник, смогли заново начать математическое естествознание, применив выс​шие завоевания древней науки к астрономии и механике. Это и определило расцвет нашей цивилизации. {387}

Надо понимать, что математика формировалась за долгие тысячелетия из многовековых наблюдений законов природы (раньше всего астрономии), из успешных и многообразных опытов человеческой трудовой жизни (навигация, строитель​ство, различные ремесла, определение границ земельных участ​ков, художества и многое другое в том же роде). Наблюдаемые или, так сказать, угаданные закономерности затем стараются привести в систему, причем довольно скоро обнаруживается, что для построения научной системы, опирающейся на одно дело (например, на землемерие), требуется одна математиче​ская и логическая система (или дисциплина), а для другого дела (скажем, для живописи и декораций) совершенно иная, хотя обе они как бы намертво скреплены незыблемой логикой, трезвым суждением, а кроме того, постоянно, почти ежеминут​но проверяются на практике. Далее стараются все, так ска​зать, здание некоторой логико-математической системы пре​вратить в безукоризненно-стройное построение, опирающееся на небольшой ряд неоспоримых (нередко и недоказуемых) положений, причем зачастую различные системы (или дисцип​лины) понемногу врастают одна в другую и роднятся друг с другом. Затем постепенно возникают очень широкие обобще​ния, которые позволяют довольно сложным способом объеди​нять эти разные дисциплины, но, разумеется, это уж такие хит​рые отвлеченности, что нам с тобой пока можно о них только повздыхать!.. Так вот как оно происходит и развивается, мой юный друг. Все это совсем не так просто, но все же это дело человеческого рассудка, и постепенно со всеми этими роскош​ными чудесами нашей мысли можно понемногу ознакомиться и освоиться.

— А что ты скажешь о противниках Галилея?

— Ученые средних веков очень любили в своих длинных рассуждениях пускаться в разного рода сравнения (аналогии). Им казалось, что если они сумеют удачно сравнить одно мало​известное людям явление с другим хорошо известным, то суть первого явления станет тем самым совершенно ясной. И если они знали по какому-нибудь поводу несколько таких сравне​ний, особенно из высказанных древними авторами, им каза​лось, что они уже одолели этот вопрос целиком. Но когда надо было выяснить, как летит пуля, выпущенная из ружья, то ведь эти побасенки ничем помочь не могли. Был в Италии в старые времена такой замечательный скульптор и золотых дел мастер Бенвенуто Челлини 1. Он участвовал в одной из тогдаш​них войн. В своих воспоминаниях он касается своих военных подвигов и рассказывает, как однажды успешно обстрелял из пищали неприятельских солдат навесным огнем, добавляя при этом, что достиг успеха, исключительно будучи прекрасным практиком, потому что, уверяет он, «по науке» обстрелять про​тивника на таком расстоянии было нельзя. Почему нельзя? Потому что тогда твердо верили, что, во-первых, пуля летит горизонтально, а во-вторых, что сила снаряда убывает по мере удаления от дула орудия. Поэтому, когда великий самоучка Тарталья, переводчик Евклида и Архимеда, составитель пер​вой таблицы удельных весов, стал объяснять артиллеристам, какова траектория пули (он ее определял только приблизи​тельно), то удивлению их не было границ. Простые и очевид​ные вещи проходили мимо внимания «книжников» и практи​ков, а всякие затейливые фантазии влекли их к себе. Тебе это понятно?

— Какие фантазии?

— Взять, например, хоть так называемые дружествен​ные числа. Такими были, скажем, числа 220 и 284, так как каждое из них равняется сумме делителей другого. Действи​тельно:

284 = 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110;

220 = 1 + 2 + 4 + 71 + 142.
Чтобы поболтать о том, что такое очень крепкая дружба и ка​кие именно люди могут подружиться, эти числа просто неза​менимы. Вот, например, какую я слышал на эту тему притчу. Некий мудрец спрошен был, что есть дружба, и отвечал на это так: «Если бы взял я два целых числа, 284 и 220, то мне ска​зали бы, что они мало чем друг на друга похожи. А я бы на то ответствовал: так кажется тому, кто не хочет проникнуть вглубь своей мыслью. А мудрец через тайны счета познает, что если найти все делители, на которые делятся одно из чисел без остатка, и тем путем узнать, на какие его части разъять можно, то, сложив затем все делители, я получу второе из на​званных чисел. А если тем же порядком разъять на части вто​рое, то, сложив, получу первое. Вот что есть дружба! Она тог​да крепка бывает, если качества одного друга в сердце другого по-иному соединяются». А вот и другая легенда о тех же чис​лах. Жили-были два друга, и крепко они друг друга любили. Вот одного из них и спросили: «Ценишь, ли ты своего друга?» Тот отвечал на это: «Ценю, ибо знаю ему цену».— «Во что же ты его ценишь?» И на это спрошенный ответил так: «Если бы я собрал воедино все, на что я готов поделиться для друга моего, то это как раз и была бы цена другу моему, и тем бо-{389}лее она справедлива, что и он меня в ту же цену ценит». Имя первого друга есть число, которое мы можем изобразить так:

23·19 · 41,

а имя второго — это другое число:

25·199.

Вот какова вторая легенда. Получаются такие занимательные арифметические басенки о дружбе, но математическое содер​жание их ничтожно, а именно такими-то вещами и любили за​ниматься схоласты. Вот тебе еще две пары дружественных чисел:

I) 2620 и 2924;

II) 5020 и 5564.

— Это смешно, — ответил Илюша, — но разве такие срав​нения или аналогии совсем уже никуда не годятся?

— Почему же! — отвечал Радикс. — Иные аналогии очень даже полезны, когда они что-нибудь объясняют нам. Один фи​зик утверждал, например, что мир (то есть Вселенная) безгра​ничен, но конечен. Чтобы не путаться, мы не станем обсуж​дать, прав он или нет, а разберем только одно остроумное сравнение, благодаря которому ему удалось сделать свою мысль понятной. Он начал с такого образа. Возьмем прозрач​ную сферу, положим ее на плоскость, которая простирается повсюду безгранично. Пусть сфера касается этой плоскости в точке S. Тогда в противоположной точке N я помещу светящу​юся точку, источник света. Теперь, если я возьму маленький непрозрачный кружок и помещу его на поверхность сферы, то он будет отбрасывать, разумеется, тень на плоскость. Чем бли​же я буду подвигать кружок к точке S, тем меньше будет ста​новиться его тень. Чем ближе, наоборот, он будет подвигаться к точке N, тем быстрее и быстрее будет расти его тень на пло​скости и при этом быстро удаляться от сферы, так что, когда кружок будет у самой точки N, тень уйдет в бесконечность и станет бесконечно большой. Далее: поверхность сферы ограни​чена, и на ней можно расположить только конечное число кружков. А если теперь изучать геометрию этих теней на пло​скости, то нужно заключить, что по отношению к теням круж​ков эта бесконечная плоскость конечна, ибо этих теней на ней помещается ограниченное число, а именно равно столько, сколько может поместиться кружков на сфере. Если мне воз​разят, что все это неверно, ибо тени по мере удаления от точ​ки все растут и растут, тогда я предложу измерять тени при помощи тени какого-нибудь масштаба, который я буду пере-{390}двигать опять-таки по сфере, а не по плоскости. В таком слу​чае моему собеседнику придется согласиться со мной, что тени (этот род проекции известен был еще Клавдию Птолемею) ведут себя точь-в-точь как твердые кружки на поверхности шара. Мало этого, мы можем на основании этой модели утвер​ждать, что легко представить себе мир, при этом трехмерный мир, построенный в этом роде, который будет безграничен, но конечен.
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— Как же это так?

— Ну уж в эти подробности мы пускаться не будем, а то это нас далеко заведет. Попробуй поверить мне на слово.

— Что ж! — отвечал мальчик. — Я готов поверить...

— Вот и хорошо. Придет время, будешь учиться дальше, все постепенно одолеешь и узнаешь. Торопиться некуда. Но из приведенного примера — этот род проекции называется стереографическим — ты легко, можешь понять, что если аналогия строится осторожно и обдуманно, она многое может пояснить и навести на очень дельные масли. Но если аналогия сводится просто к сравнению, «как это нередко с боль​шим успехом делается в произведениях художественной лите​ратуры (вспомни у Лермонтова: «Терек прыгает, как льви​ца...»), то для научного познания это не только не годится, но даже в некоторой мере и опасно, потому что его может завести наше размышление в тупик, если не в заблуждение. Научная аналогия должна быть построена очень обдуманно, и все выводы из нее должны быть рассмотрены подробно.

— Более или менее я это себе представляю,— сказал Илюша, — но иногда в науке встречаются такие странные вы​ражения, которым, по-моему, даже никакое сравнение не по​может. В одной книжке у папы я нашел выражение «кри​визна пространства» и не мог понять, что оно означает.

— Тут речь идет о геометрии мирового пространства...

— Вот как!— Илюша даже немного испугался.— Это вро​де рассуждений Лобачевского о мировой геометрии? {391}

— Да, примерно. Раз уж ты просишь меня это рассказывать, то слушай внимательно. Существует одна очень сложная тео​рия о строении Вселенной. Эта теория утверждает, что самый свет есть нечто материальное, обладающее массой. Что​бы нам не забираться далеко, поверь мне в этом на слово. Иначе говоря, приходится допустить, что для света сущест​вует мировое притяжение, или — гравитация. Мы обычно представляем себе луч света как наилучший физиче​ский образ прямой линии. Натянутая нитка, сколь она ни бу​дет тонка, в середине провисает (вспомни цепную линию из Схолии Четырнадцатой). Так вот, с точки зрения этой новой теории мы имеем основание утверждать, что если свет есть действительно нечто материальное, то он не может быть со​вершенно независим от гравитации. Попробуем проверить это. Опыт ставится так: фотографируется определенный участок неба, а затем тот же самый участок фотографируют еще раз во время солнечного затмения. Участок выбирается такой, что​бы во время затмения Солнце примерно оказалось в его сере​дине. Что же должно произойти? В силу нашей гипотезы о свете мы полагаем, что луч одной из звезд, который попадает на оба снимка, должен сместиться в том случае, когда он про​ходит в непосредственной близости от огромного небесного тела — Солнца. То есть Солнце окажет на него гравитацион​ное влияние, и луч искривится. Отсюда делается вывод — наше пространство имеет обычную евклидову геометрию, ко​торая нарушается (искривляется) в окрестностях небесных тел. Вот это явление и называется кривизной прост​ранства 1. Ясно или нет?

— Так, значит, это получилось развитие мыслей Лобачев​ского? Но ведь искривляется луч, а не пространство... {392}

— Но ведь он искривляется не сам по себе, а в силу осо​бенностей пространства. Не так ли?

— Так... Но понять все-таки трудно, — признался Илюша.

— С помощью волшебства уж как-нибудь,— пробормотал Радикс.

И немедленно перед Илюшей возникла горизонтальная, со​вершенно прозрачная тонкая плоскость. Она нигде не прови​сала. А около Радикса на полу выросла целая куча шаров разных размеров. Радикс взял один шар и положил его на плоскость, которая прогнулась под весом шара.

— Всем шарам, которые я буду класть на эту поверх​ность, — сказал Радикс, — я повелеваю лежать смирно на том месте, на которое я их положил.

Затем Радикс положил на поверхность еще несколько ша​ров поменьше, и у каждого получилась своя ямка, но ни один из них не скатывался в ямку соседа. Потом Радикс взял ма​ленький пистолетик, зарядил его крохотной дробинкой, поло​жил дуло пистолетика на поверхность и выпалил. Дробинка покатилась по поверхности совершенно прямо, добежала до одной из ямок, нырнула в нее, вылетела обратно... И тут Илюша заметил, что, когда дробинка вылетела из ямки, на​правление ее изменилось, а путь искривился.

— Ну вот тебе в миниатюре это явление, — сказал Ра​дикс. — Наша поверхность совершенно плоская, но там, где лежат шары, она искривляется, и прямолинейный путь по ней становится криволинейным 2.

— Теперь я как будто понимаю, — обрадовался Илюша, — и, кажется, все спросил! Даже не знаю, как мне благодарить тебя за все...{393}

Тут Илюша невольно запнулся, взглянув на Радикса, и по​глядел туда, куда так внимательно смотрел Радикс. На стене сиял какой-то странный чертеж, причем линии его мягко пере​ливались разными оттенками всех цветов. Радикс вытаращил свой глаз, поднял палец и прошептал:

— Молчи! Ты... ты удостоен...
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 Илюша был в полном недоумении и весь как бы превра​тился в вопросительный знак.

— Ты удостоен ли-це-зре-ния!— раздельно, шепотом про​изнес Радикс. {394}
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Схолия Восемнадцатая,

в которой Илюша снова встречается с Мнимием Радиксовичем, занятым работой по сооружению некоторого очень красивого и всем приятного геометрического образа. Тут Илюша узнает, что такое комплексная акробатика и какое она имеет отношение к синусам, кругам, многоугольникам, единице, корням из оной и прочее. А сверх того, Илюша в этой блестящей схо​лии неожиданно знакомится с удивительным Охотником (в сапогах до самых ушей!), который показывает ему самый вер​ный и безопасный (математический!) способ охоты на львов. 

Странный чертеж сиял, поднятый палец Радикса был совершенно неподвижен, а Илюша молчал, не зная, что будет дальше. Вдруг опять появится К.Т.Н. да и начнет отчитывать за то, что суешь свой нос, куда тебя, не спрашивают? ..

Послышались звуки какой-то знакомой нежной мелодии, и тут Илюша заметил, что это была «Колыбельная» Моцарта. — Пошли! — тихо сказал Радикс.

Илюша очнулся.

 — А что это такое? — вполголоса спросил он.

— Увидишь! — отвечал Радикс, по-видимому не склонный в эту минуту к долгим разглагольствованиям.

Они пошли стемневшей рощицей. Деревья тяжело и мрач​но толпились кругом, но вдруг посветлело, и неожиданно они вышли к громадному зданию, чьи сумрачные башни {395} с тяжелыми зубцами торжественно уходили ввысь, в молчали​вую темноту. Высокие ворота были украшены странными узо​рами из чеканных шляпок громадных гвоздей, которыми были сколочены тяжелые створки. Илюша взглянул и заметил, что эти узоры ужасно похожи на разные максимумы, корни и про​чие замысловатые вещи, соответственные тому чудесному миру, в котором он находился. Радикс остановился у ворот, подо​ждал минутку, потом произнес медленно и внятно:

Пришельцы ждут ответа 
У самого порога!

Откройте ж нам дорогу,

Ворота вещих теней,

Высоким повеленьем

ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА!

И как только он произнес это заклинание, створки ворот медленно и беззвучно раскрылись. Илюша и Радикс вошли на широкий двор, обнесенный громадными, тяжелыми стенами. Бесконечное множество причудливо одетых гномов и карликов заполняло его. Эти маленькие существа стояли там тесными стройными рядами. Наши друзья поднялись по широким сту​пеням в замок. И как только они вошли в дубовые двери, к ним подлетел их старый знакомый Мнимий Радиксович.

— Очень, очень рад вас видеть, дорогие друзья! — восклик​нул человечек, пожимая руки путешественникам. — А я-то ду​маю, куда же это вы запропастились?

— Только что усмотрели Великий Знак, — отвечал Ра​дикс, — и сейчас же двинулись в путь.

— Ах, вот как! — сказал Мнимий. — Ну, тогда другое дело. А мы вот только доделаем Златоиссеченную Звезду — и все готово к празднику.

— А что это за Звезда?— спросил Илюша.

— Неужели вы ее не знаете, юноша? — воскликнул, сме​ясь, Мнимий. — Да нет, я уверен, что вы ее много раз видели и смотрели на нее с великим удовольствием, но только вы не знали о ее золотой сущности и золотом происхождении. Эта звезда иначе называется Повергающая Неправду. Ну? Теперь догадались? Прекрасная звезда! Красавица! И грозная для врагов живой мысли и человеческого сердца! Ясно?

— Н-не совсем, — нерешительно произнес Илюша.

— Ну, если не совсем, — отвечал Мним, — тогда идемте! Вы сейчас увидите, как она делается, и тут вы ее узнаете в единый миг. Прошу!
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Они свернули в какую-то маленькую дверцу и прошли ко​ридорчиком, пол которого был устлан красивыми ковриками, {396} а стены расписаны самыми удивительными узорами. Точная правильность их указывала, что это не просто фантастические узоры, но и тонко геометрические. Затем они вошли в боль​шую комнату с низкими кругловатыми сводами, где стояло нечто вроде громадного мольберта, на каких живописцы пишут свои картины, а на нем большая доска.

— Вот,— сказал Мнимий, — сейчас мы с товарищами бу​дем здесь делать Златоиссеченную Звезду, которая повергает неправду. Дело в том, что мы великие друзья с синусами и косинусами... 
— Да, вы мне об этом уже говорили, — сказал Илюша.

— А сейчас вы увидите, молодой человек, какой смысл имеет эта великая дружба. Мы сейчас попросим кого-нибудь из наших друзей нам это продемонстрировать.

Немедленно откуда-то появился человечек, ужасно похо​жий на Мнимия Радиксовича. Он весело раскланялся, взял мел, начертил на доске оси координат и снова очень любезно улыбнулся.

Мнимий сказал:

— Хорошо известные вам оси прямоугольных координат. Ясно? {397}

— Ясно, — отвечал Илюша.

— С маленькой разницей. То есть горизонтальную ось, ту, которая была у вас осью иксов, мы теперь будем называть действительной осью. А вертикальную, то есть ось иг​реков, мнимой осью. Вы, кажется, уже встречались с одной мнимой осью? Вот вам и другая.

Новый знакомец Илюши, маленький комплексный челове​чек, подошел к осям, ухватился обеими руками за ту точку, где оси пересекались (то есть за так называемое начало коор​динат), и ловко вытянулся. Носки его туфелек выгнулись, а сам он тут же превратился в стрелку. Немедленно от конца этой стрелки, то есть от его сапожков, поползли перпендику​лярно к осям какие-то, как показалось Илюше, маленькие мушки. Но когда он пригляделся, то увидел, что это просто точки, из которых образовались две пунктирные линии, пер​пендикулярные к осям. Тогда на отрезках осей от их пересе​чения, то есть от нуля, до пересечения осей с этими пунктир​ными перпендикулярами тоже образовались две стрелочки: одна глядела направо, а другая вверх.

— Это я! — сказал комплексный человечек Наклонная Стрелка.

— А это я! — ответила Горизонтальная Стрелка.

— И я! — отозвалась Вертикальная Стрелка.

— Понятно? — спросил Мнимий Радиксович.

Илюша поглядел на стрелки и не совсем уверенно сказал:

— Маленькие стрелки на осях — ведь это его проекции?
— Точно! — ответил Радикс.
[image: image102.png]—

4

2

13

14

15 16

b <



— А кроме того, это похоже на параллелограмм сил. Выходит, что Наклон​ная Стрелка есть сумма тех стрелок, которые на осях?

Мнимая ось.
— Или?..— важно спро​сил Мнимий.

Илюша молчал.

— Если,— сказал Мни​мий, — Наклонная Стрел​ка является геометриче​ской суммой осевых стре​лок, то, следовательно, эти стрелки по отношению к Наклонной Стрелке суть… {398}

Действительная ось.

Стрелка ОА есть геометрическая сумма стрелок ОВ и ОС, которая получается по правилу сложения сил в механике. Стрелка ОА есть (a+bi); стрелка OB есть а; стрелка ОС есть bi.
—...ее слагаемые, — отвечал Илюша. — Пожалуй, лучше сказать: ее составляющие.

— Вот это да! — отвечал Мнимий. — Так и запишем. Итак, каждый комплексный человечек может быть рассматриваем как сумма вещественной составляющей и мнимой, что нам дав​но известно из формулы:

a + bi.

А теперь вы видите, как это можно изобразить геометрически. Далее мы попросим нашего друга комплексного Вектора уменьшиться так, чтобы он был ростом в одну единицу.

Вектор-Наклонная-Стрелка немедленно сделался поко​роче.

 — Как раз!— сказал Мнимий.— Ровно единица!

Осевые стрелки тоже сделались соответственно короче.

— Ну-с, — сказал Мнимий Илюше, — вы ничего не заме​чаете?

— Не знаю, — отвечал Илюша.

Тогда Вектор-Наклонная-Стрелка быстро повернулся против часовой стрелки, и кончик его туфелек начертил круг.

— А теперь? — спросил Мнимий.

Картина перед Илюшей несколько изменилась. Линии осей, уходившие за черту круга, исчезли. Все линии стали очень то​ненькими, исключая проекцию Вектора-Наклонной-Стрелки на действительную ось и того перпендикуляра, который опу​скался от конца Вектора на конец этой проекции. Эти линии, наоборот, стали очень толстыми и черными.

—Не узнаете? — спросил Мнимий.

— Узнаю как будто, — сказах Илюша. — Это синус и ко​синус.

— Ага! — вскричал Мнимий. — Они самые. Ну-ка, при​киньте, что бы это могло значить алгебраически? Как выхо​дит, что проекции единичного вектора суть синус и косинус? — Потому, вероятно, — отвечал Илюша, — что синус в ква​драте и косинус в квадрате, как катеты прямоугольного тре​угольника, равны гипотенузе в квадрате, а она у нас равна единице. Радиус ведь и есть единица. Вектор в данном случае и есть радиус.

Мнимая ось.

— Ну что ж, — отвечал Мнимий, — вы правы. Но давайте разберемся в этом. Если нам дан на комплексной плоскости, которую вы видите сейчас перед собой, некий комплексный век​тоp, то ответьте, чем он, по-вашему, отличается от обыкновен​ных чисел?
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— Он как сила в механике, — ответил Илюша, — имеет направление. {399}

— Мне очень нравится ваш ответ, — вежливо от​вечал Мнимий, — но да​вайте посмотрим еще на наш чертеж и разберем все подробней. Итак, зна​чит, длину вектора мы...

— ... определяем по теореме Пифагора, — под​хватил Илюша.

— Любого вектора?

— Любого.

— Напишите! — ска​зал Мнимий.
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Илюша написал:
Что это за линии ОВ и ВА? Кто скажет?
— Отменно! — произ​нес Мним. — Далее, если вектор наклонен по отно​шению к положительному направлению веществен​ной оси под углом (, то как бы вы определили проекции вектора на оси, исходя из длины его и данного угла?
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— По-моему, надо вот как написать:

а = r cos (;

b = r sin (.

— Справедливо! А что если нам теперь взять ваш вектор в обычной форме:

а + bi
и подставить в его выра​жение новые значения для а и b?
а + bi = r cos ( + (r sin () i = r (cos ( + i sin ().

— Теперь, — заявил Мнимий, — получилась так называе​мая тригонометрическая форма комплексного числа. Ясно, что множитель перед скобкой есть длина вектора, или его модуль. А что же стоит в скобках? {400}

Мнимая ось.
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— Мне кажется, что это тоже вектор.

— Справедливо. А длина его?

— Равна единице.

— Точно. Потому он и называется еди​ничным вектором. А величина, определя​ющая направление век​тора, именуется его ар​гументом. Очевидно, любой вектор можно изобразить, выбрав со​ответствующий   аргу​мент и приличный случаю модуль.

Угол с положительным на​правлением вещественной оси определяет направление век​тора.
— Ясно, — отвечал Илюша. — Умножил на сколько надо и получил из единичного вектора такой, какой требуется.

— Точно, правильно, прекрасно! — произнес Радикс.

— В таком случае давайте рассмотрим, что будет с еди​ничным вектором, если его умножить на самого себя:

(cos ( + isin () (cos ( + isin () = (cos2( — sin2() + 2i sin (·cos (.

— Ну, Илюша, — сказал Радикс, — глянь-ка повниматель​ней: тебе эта формула ничего не говорит?

Илюша пожал плечами.

— Тогда вот что, — сказал Мнимий Радиксович. — Может быть, в дальнейшем вы заглянете в учебник тригонометрии и узнаете, что разность квадратов косинуса и синуса есть ко​синус двойного угла (, то есть угла, равного двум (. А удво​енное произведение косинуса ( на синус ( есть аналогично синус угла двух (. Если записать, то выйдет:

cos 2( = cos2 ( — sin2 (;

sin 2( = 2 sin ( · cos (.

Минуя некоторые длинные выкладки, сделаем такое общее  заключение: возвести единичный вектор в сте​пень n значит увеличить его угол в n раз. Вот что означает геометрически возведение единичного вектора в степень.

— Как будто, — сказал очень нерешительно Илюша, — я это где-то даже видел.

— Весьма вероятно! — подхватил Мнимий. — И увидите, {401} наверно, еще не раз. Это ведь не так трудно проверить. Допу​стим, что наш единичный вектор наклонен к положительному направлению действительной оси под углом в сорок пять гра​дусов. Тогда его косинус, то есть его проекция на действитель​ную ось, равен...

— ... половине корня из двух. Такой же и синус будет.
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— Давайте умножим такой вектор на самого себя. Илюша взял мел и перемножил

— Получилось одно i, — сказал Илюша в некотором недо​умении. — Что это за вектор, у которого только одно i оста​лось?

Затем Илюша внимательно посмотрел на чертеж.

— А-а! — сказал он. — Понял! Это единичный вектор, на​правленный прямо по мнимой оси. Единичный он потому, что около i стоит множителем единица. А так как мнимая ось пер​пендикулярна к действительной, то, значит, этот вектор обра​зует с ней угол в девяносто градусов. И выходит, что действи​тельно угол удвоился.

— А вектор?

— А вектор повернулся против часовой стрелки на сорок пять градусов. А если еще раз умножить? Можно, я по​пробую?

— Сделайте ваше одолжение! — отвечал Мнимий.
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Илюша умножил еще раз. Вышло:
— Что-то я не пойму,— сказал Илюша.
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Но на чертеже он уви​дел, что вектор повернулся теперь на 135° по отноше​нию к положительному на​правлению  действительной оси, и, следовательно, к 90° прибавилось еще 45°.
— А ведь верно! — ска​зал Илюша.

ОА = 1.

АВ = sin(
OВ = cos(.
— Ну вот. Половина дела сделана, — сказал, улы​баясь, Мнимий. — Теперь вы поняли, почему мы можем так поворачиваться вокруг начала координат. А теперь {402} решим обратную задачу. Что значит извлечь корень из комплексного числа?   Поcкольку возведение в степень и извлечение корня суть обратные действия, мы (можем считать, что и в об​ласти комплексных чисел остается в силе определение корня как обратного дейст​вия. А если это так, то как теперь извлечь корень из единич​ного комплексного вектора?
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— Мне кажется, что раз при возведении в степень углы умножаются, то,— продолжал Илюша,— это похоже на дей​ствия со степенями. А значит, при извлечении корня углы векторов делятся. Так?

— Молодчина! — отвечал Мнимий.
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— Но только как же тогда я, извлекая из одного един​ственного i корень, получу такое выражение:

хотя как раз так и должно быть, потому что, когда я возводил это выражение в квадрат, то получил i?

— Очень просто, — сказал Мнимий, — стоит только это «одно-единственное i» написать в виде комплексного числа:

0 + i·1.

А это можно изобразить и так: 

cos ( + i sin (,

то ясно, что ( равен девяноста градусам. Поделите ( пополам, и все будет в порядке. Заметьте кстати, дружок, что если вы еще раз возведете в квадрат, то как раз и получите:

i2 = cos 180° + isin 180°.

Наше чудесное равенство i2 = —1, таким образом, означает, что, повернув вектор дважды на прямой угол, вы повернете его в итоге на сто восемьдесят градусов, то есть переведете его в вектор противоположного направления. Но тут есть еще одно весьма важное обстоятельство. Ведь вы, наверно, помни-{403}те, что извлечение квадратного корня для вещественных чисел есть операция двузначная, то есть дает два ответа: один с плюсом, а другой с минусом. Как же это отразится в нашей комплексной области? Ясно, что если вектор повернется, на целый круг, то он снова попадет на старое место...

Вектор немедленно плавно проплыл целый круг, двигаясь вперед против часовой стрелки, и застыл опять на старом ме​сте. Постояв так минутку, он снова проплыл целый круг в том же направлении и снова остановился на старом месте. А затем повернулся так же еще в третий раз.

— Ясно? — спросил Мнимий.

— Как будто ясно, — сказал Илюша. — К чему он это по​казывает?

— А вот к чему. Очевидно, что комплексное число не из​менит своего значения, если угол вектора, или, как мы гово​рим, его аргумент, увеличить на 2(, то есть на триста шесть​десят градусов, или на величину, кратную последней. Другими словами, число (cos ( + i sin ()  и число [cos (( + 2() + isin (( + 2(,)] отличаются только начертанием, а геометри​чески это одно и то же.

— Конечно, — отвечал Илюша.

— Так вот, если теперь мы извлекаем из единичного комплексного числа корень, скажем, второй степени, то возь​мем это комплексное число в двух написаниях, то есть:

I) cos ( + isin (,
II) cos (( + 2() + isin (( + 2(),

и из каждого извлечем квадратный корень путем деления его аргумента на два. Если мы это проделаем с тем же самым комплексным числом, то будем иметь:

I) cos 90° + isin 90°,
II) cos450°+ isin 450°.
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Прибавлять еще по 2( здесь, как вы увидите, уже нет смысла, так как новых ре​зультатов не получится. Рас​смотрим, что выйдет при де​лении угла пополам. Во-первых, мы получили тот же единичный вектор с уг​лом в сорок пять градусов, который уже видели, а кро​ме того, еще получился дру​гой вектор с аргументом в {404} двести двадцать пять градусов. Это и есть второе значе​ние корня. Заметьте, что эти два вектора делят окруж​ность пополам. Ну вот, теперь все ясно, и мы можем приступить к нашей работе. Этот круг единичного радиуса для изготовления нашей Зла​тоиссеченной Звезды надлежит разделить на пять частей. Это все равно, что решить урав​нение

х5 — 1 = 0
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или найти все пять корней пятой степени из единицы. Мы уже решали при прошлой нашей встрече в Схолии Седьмой нечто в этом роде, разлагая на множители разность кубов х3 — 1. Приступая к извлечению всех корней пятой степени из единицы, мы попросим нашего друга Вектора нам их найти, Ну-ка! Против часовой стрелки кругом марш!

Вектор стал сперва на нуль, затем повернулся и стал при​мерно на половине второго квадранта круга. Потом начал по​ворачиваться далее и остановился в начале четвертого ква​дранта. Затем двинулся снова вперед и остановился в первом квадранте. Двинулся еще раз и остановился в третьем квадранте.

  — Трудно понять! — сказал со вздохом Илюша.

 — Не так уж трудно, — отвечал Мнимий Радиксович. — Стоит для этого только рассмотреть, как меняется наш аргу​мент. Он будет:

                ( = 0; 2(, 4(; 6(; 8(,

то есть мы прибавляем к нулю четыре раза по 2(, или по три​ста шестьдесят градусов. А теперь какие векторы получатся после деления аргумента? А вот они:

I) cos0° + isin0° (( = 0°)

II) cos(2/5)( + isin(2/5)( (( = 144°) 
III) cos(4/5)( + isin (4/5)( (( = 288°)

lV) cos(6/5)( + isin(6/5)( (( = 432°) 
V) cos (8/5)( + isin(8/5)( (( = 576°) {405}
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1 АЛ-I; XI, 5, 6.


1 У нас есть много хороших книг о Лобачевском. Вот некоторые из пих: А. П. Норден. «Элементарное введение в геометрию Лобачев�ского». М., Гостехиздат, 1953; В. Н. Делоне. «Элементарное доказа�тельство непротиворечивости планиметрии Лобачевского». М., Гостех�издат, 1956; П. А. Широков и В. Ф. Каган. «Строение не-евклидовой геометрии». М., Гостехиздат, 1950; А. П. Котельников и В. А. Фок. «Некоторые применения идей Лобачевского в механике и физике».


1 Снимок этой таблетки есть в книге Ван дер Вардена «Пробуждаю�щаяся наука», которую мы уже переминали. А таблетке этой примерно три или четыре тысячи лет.


1 Это построение называется диагональными числами. Об этом мож�но прочесть в АЛ-II, XV, 1, 2, 3; XXII, 5. Ныне все это связано с цепны�ми дробями, о которых говорится в АЛ-II, XXII, XXIII. Этими дробями занимался в XVI веке Рафаэль Бомбелли. Мы с ним еще встретимся.


1 См. Схолию Девятнадцатую.


1 О спиралях Архимеда можно прочесть в книге «Историко-матема�тические исследования», выпуск VI. М., Гостехиздат, 1953, стр. 623—648; статья И. Г. Башмаковой (*) «Дифференциальные методы в работах Архимеда», § 3—6. См. Схолию Девятнадцатую.


1 Все работы Архимеда переведены на русский язык. Если ты до�станешь книгу «Сочинения Архимеда», М., Физматгиз, 1962, то там на стр. 227 ты найдешь сочинение «О спиралях». В книге имеются подроб�ные комментарии и объяснения. Об Евтокии можно прочесть на стр. 528.


1 Наш симпатичный читатель поступит дельно, если раздобудет себе небольшую книжечку «Задачи по элементарной математике», состав�ленную группой преподавателей под руководством чл.-корр. АН СССР И. М. Гельфанда (М., «Наука», 1965). Вся эта серия брошюр («Библиотечка физико-математической школы») очень полезна для юного математика.


1 Об этом подробнее смотри в Схолии Девятнадцатой.


2 В книге Ван-дер-Вардена «Пробуждающаяся наука» в главе VI «Век Платона» много интересного.


1 Замечательный римский поэт Публий Овидий Назон жил в Риме на самом рубеже древней и нашей эры.


Имел он песен дивный дар


И голос, шуму вод подобный... 


Так сказал о нем наш дорогой Пушкин в «Цыганах». А в «Евгении Онегине» Пушкин вспоминает о том, как Овидий умер изгнанником:


В Молдавии, в глуши степей,


Вдали Италии своей.


1 В Московском музее изобразительных искусств имени А. С. Пуш�кина есть его произведения.


1 Когда приходится говорить о замечательной деятельности Н. И. Ло�бачевского, то некоторые обстоятельства его многотрудной жизни до сих пор ставят исследователя в тупик. Есть основания думать, что то тяжкое нравственное одиночество научного работника, в которое был поставлен Лобачевский бессмысленными преследованиями и издева�тельствами, оказало самое пагубное влияние на всю его жизнь. Обра�щает на себя внимание такой крайне странный эпизод. В Юрьеве (Дерпте, теперешний Тарту) работал будущий академик Ф. Г. Миндинг, ученик Гаусса. В 1840 году Миндинг печатает в том же самом журнале Крелле статью, где, опираясь на новые работы Гаусса, приходит к не�которым выводам, очень близким к выводам Лобачевского. Но ни замкнувшийся в себе Лобачевский не замечает этой статьи, ни Мин�динг не замечает совпадения своих взглядов с идеями Лобачевского! А Бельтрами отлично замечает это совпадение и на нем, в частности, строит свое оправдание всей геометрии Лобачевского. Так что в сущ�ности признание свое (косвенное, правда!) гениальное произведение Лобачевского получило именно в России... Но увы! Оно прошло незамеченным, пока не попало через четверть века в руки Бельтрами (см. статью Э. К. Хилькевича «Распространение и развитие идей Лобачев�ского» в сборнике «Историко-математическпо исследования», М., Гос�техгиз, 1949, вып. II, стр. 179 и далее). В высшей степени любо�пытно еще и то, что В. И. Ленин в своей работе «Материализм и эмпи�риокритицизм» (изд. 4, т. 14, стр. 221), критикуя взгляды Гельмгольца, в сущности выступает в защиту великих идей Лобачевского (см. у Хилькевича, стр. 221—222).


2 С этим вопросом можно поближе познакомиться по книгам Л. Д. Ландау и Ю. Б. Румер. Что такое теория относительности. М., «Советская Россия», 1959; А. И. Жуков. Введение в теорию отно�сительности. М., Физматгиз, 1961, § 17 «Отклонение световых лучей в поле тяготения»; Альберт Эйнштейн. Сущность теории относи�тельности. М., ИЛ, 1955; Макс Борн. Эйнштейнова теория относи�тельности М., «Мир», 1964. М. Гарднер. Теория относительности для миллионов. М., Атомиздат, 1965. А если читатель захочет еще кое-что узнать об Энпштейне, то можно посоветовать еще одну замечательную книгу: А. Эйнштейн. Физика и реальность (*). М., «Наука», 1965 (особенно главу «Творческая автобиографии», стр. 131— 166).
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