Часть 5-я.

Очевидно, что углы их будут: 0°, 72°, 144°, 216° и 288°. Мы попросим, теперь Вектора, повторить его путешествие по кругу и останавливаться каждый раз у всякого деления.

Вектор исполнил все, что ему велели. При этом вместо од​ного вектора их оказалось пять. Окружность была разделена ровно на пять частей.

— Теперь проведем прямые! — сказал Мнимий.

Он соединил точки прямыми, и получился правильный пя​тиугольник, вписанный в круг. Тут Илюша вспомнил, как ему говорили, что если разложить разность кубов на три мно​жителя, то тем самым выяснится, как вписать треугольник в круг. Вот, оказывается, в чем дело!

— Кстати, — добавил с мягкой улыбкой Мнимий,— заметь​те, что именно великий Гаусс указал и нашел, что такое деле​ние круга связано с построением правильных многоугольников!

— Вон как! Это, значит, важное дело?

— А как вы думаете! — рассмеялся Мнимий. — Однако, — произнес он, осмотрев еще раз свой чертеж. — Пожалуй, при​дется немного увеличить, да надо еще наш пятиугольник по​вернуть, чтобы и он стал симметрично. Ну-ка, ребятки-векто​ры, увеличьтесь разика в два с половиной да, кстати, повер​нитесь на восемнадцать градусов!

Немедленно все пять векторов вытянулись и стали длиннее в два с половиной раза. Вместе с ними, конечно, увеличился пятиугольник и повернулся на 18°. В то же мгновение «круг № 1» стал «кругом № 2».

— Это,— пояснил Радикс,— тоже умножение, притом на комплексное число, модуль которого 2,5, а аргумент — восем​надцать градусов. Комплексные числа могут, таким образом, делать еще и преобразования подобия.
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— Совершенно справедливо! — отвечал Мнимий. — Преоб​разования подобия — это, можно сказать, наша специальность. Пом​ните ли вы сказку Шарля Перро про Кота в сапогах? Так вот, дело там кончается тем, что Людоед-Чародей обращается во льва, а потом в мышь, а Кот в сапогах бросается на мышь, и тут-то ей и конец. Помните?

— Ну да, помню, — отвечал Илюша. — А что?

— Неужели вы не догадались, что это мы действовали в этом случае и провели Перро?

Круг №2

—  Как так? {406}
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— Очень просто! Никакой там мыши не было. Подумайте, какая кани​тель — превращать, то есть преобразовывать, льва в мышь! Мы поступили го​раздо проще: просто подобно уменьши​ли льва до размеров мыши, и вот этого-то подобно преобразованного льва и загрыз Кот в сапогах. А так как все произошло очень быстро, то и воз​никла эта легенда о мыши.

 — Вот как? .. — задумчиво произнес сбитый с толку Илю​ша. — А если наоборот, из мыши сделать льва?

— Вон чего захотели! — засмеялся Мнимий. — Это будет немного потруднее. Сам Галилей это признал. Дело в том, что если мышь подобно преобразить в такого большого зверя, как лев, то она... сломается! Ее тонкие косточки не выдержат тяжелого веса. Механическое подобие — вещь совсем не про​стая... Ну, а теперь приступим к сооружению Златоиссечен​ной Звезды. Соединим прямыми противолежащие точки.

Когда Мнимий начертил это, то в круге получился звездча​тый пятиугольник. И все векторы исчезли.

— Позвольте, — воскликнул Илюша, — да ведь это наша Красная Звезда!

— Она же и Золотая, — улыбаясь, ответил Мнимий.

— Ну да, и Золотая! Но вы-то почему ее называете Златоиссеченной?

— Для этого, — ответил Мнимий, — у нас имеются серьез​ные причины. Если мы рассмотрим нашу звезду повниматель​нее, то найдем в ней немало вещей, в высшей степени глубоких и поучительных.

Мнимий расставил буквы у углов и получил чертеж, кото​рый нарисован на этой странице.
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— Если мы возьмем одну из прямых,— начал Мнимий,— составляющих наш звездчатый пятиугольник, например пря​мую BGFE, то ясно из черте​жа, что отрезки BG и FE рав​ны между собой, ибо треуголь​ники BGA и AFE равны. Те​перь мы назовем каждый из этих отрезков буквой у, а отре​зок KF буквой z. Очевидно, что и остальные схожие отрезки таковы же, то есть GA, FA, FE, KE, ID, IС,..., и все они {407} равны у. Совершенно так же FG, Kl, IH... равны z. Ясно, что треугольник GAF равнобедренный. Угол при вершине А равен одной пятой ста восьмидесяти градусов, так как он вписанный и опирается на дугу, равную одной пятой окружности. Ясно?

— Ясно,— отвечал Илюша.

— Следовательно, в этом углу ровно тридцать шесть гра​дусов. Другие два угла треугольника равны друг другу и, сле​довательно, будут по семьдесят два градуса, то есть вдвое больше угла при вершине А. Стало быть, величины у и z суть боковая сторона и основание равнобедренного треугольника, у которого угол при основании вдвое больше угла при вер​шине. Теперь мы займемся треугольником BFA. Угол при вершине F нам известен: он равен семидесяти двум градусам. Угол при вершине В по тем же основаниям, что и угол A в треугольнике GAF, равен тридцати шести градусам. Угол треугольника BFA при вершине А равен семидесяти двум градусам, ибо это вписанный угол и опирается на дугу в две пятых окружности. Ясно, что и этот треугольник тоже равно​бедренный, а в силу равенства углов подобен предыдущему. Сторона BF равна (z + у), а следовательно, сторона АВ тоже равна (z + у), а это ведь сторона выпуклого пятиугольника. Теперь возьмем третий треугольник — ABD. Угол при вер​шине D равен снова тридцати шести градусам. Треугольник этот тоже равнобедренный и подобен двум предыдущим. Его боковая сторона равна (2у + z), основание равно (y+z). Из этих величин и подобия треугольников мы получаем теперь следующие пропорции:

(y + z)/(2y + z) = y/(y + z) = z/y.

Пусть каждое из этих отношений равно х. Все ясно?

— Да, — ответил Илюша. — Треугольники подобны, а как получаются пропорции, я понял. Везде взято отношение осно​вания к боковой стороне. Так как треугольники подобны, то отношение это во всех случаях одно и то же.

— Если мы теперь посмотрим на прямую BF, которая равна (y+z), то заметим, что точка G делит этот отрезок так, что весь отрезок относится к большей своей части, как относится бóльшая часть к меньшей. Это деление и называет​ся со времен глубокой древности золотым сечением.

— Ах, так вот почему вы ее называете Златоиссеченной! — вскричал Илюша.

— Именно поэтому! Но если у вас хватит терпения, то я могу вам еще рассказать насчет этой звезды немало интерес​ного. Ибо это еще не все. {408}

— Рассказывайте, — попросил Илюша. — Ведь сколько раз я ее видел, и даже в голову не пришло, что наша Красная Звезда такая знаменитая в геометрическом мире.

   — Так вот, слушайте дальше. Если мы впишем в круг правильный выпуклый десятиугольник, то его сторона будет равна нашей величине х, помноженной на радиус большого круга, потому что если мы соединим концы одной из сторон десятиугольника с центром круга, то получим равнобедренный треугольник, угол при вершине которого, очевидно, равен тридцати шести градусам, то есть десятой части всей окруж​ности. Боковые стороны равны радиусу описанного круга, {409} а основание — стороне десятиугольника. Следовательно, углы при основании будут иметь по семьдесят два градуса, и этот треугольник будет подобен только что рассмотренным. А если это так, то, следовательно, отношение стороны десятиуголь​ника к радиусу снова равно тому же x. Ну, а теперь я посо​ветую вам, юноша, проделать еще кое-что своими собствен​ными силами для того, чтобы ознакомиться поближе с Злато​иссеченной Звездой. Согласны ли вы на это?
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— Ну еще бы! — воскликнул Илюша. — Вполне согласен.

— Тогда вот что. Опишите круг около маленького пяти​угольничка FGHIK (чертеж на странице 407) и найдите, как относится его радиус OG = r к радиусу большого круга ОВ == R. Далее проведите прямые ВК и OG и из двух новых треуголь​ников BKI и BGO попробуйте получить вот такое равенство:

R2 + R2x2 = (y + z)2.
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Что означает это равенство? Ясно, что R есть, во-первых, радиус описанного вокруг пятиугольника круга, а во-вторых, сторона вписанного шестиугольника. Поскольку мы ранее вы​яснили, что сторона правильного десятиугольника так отно​сится к радиусу, как z к у, то, следовательно, эта сторона есть Rx. Наконец, величина (у + z) есть не что иное, как сто​рона выпуклого пятиугольника. Следовательно, это наше ра​венство означает, что сумма квадратов длин сторон вписанных шестиугольника и десятиугольника равна квадрату длины сто​роны вписанного пятиугольника. И, сопоставляя это с изве​стной вам теоремой Пифагора, мы можем утверждать, что стороны шестиугольника и десятиугольника могут быть сторо​нами прямоугольного треугольника, у которого гипотенузой будет сторона пятиугольника. Вы можете очень легко это про​верить, вспомнив, что стороны этих вписанных многоуголь​ников, будучи определены через радиус, равны:
a6 = R;
Вот какие интересные выводы можно сделать из рассмотре​ния нашей Звезды. Что касается самого отношения золотого сечения, то оно примерно равно 0,618. Немало исследователей утверждало, что это самое приятное для глаза соотношение и что очень многое в природе, живописи, скульптуре и архитек​туре строится именно по этому отношению.

— Конечно, эту Звезду очень приятно видеть, — сказал Илюша.

— Вполне с вами согласен, — отвечал Мнимий, — ибо это мудрый символ чистого и справедливого отношения. {410}

Тут на чертеже, который был против Илюши, исчезли линии круга и выпуклого многоугольника, и осталась одна Звезда. Ее линии начали светиться золотистым светом.

Илюша стоял и любовался. Потом спросил у Мнимия:

— А как быть, если нужно разделить какой-нибудь отре​зок в отношении золотого сечения? Можно получить это по​строением без многоугольников? И как вывести величину 0,618?
— О, это очень просто! — отвечал его собеседник. — Возь​мем некоторый отрезок, который вы хотите разделить по золо​тому сечению. Пусть его длина будет а, и пусть бóльшая часть его будет у. Построим квадрат на этом отрезке. Разделим его основание пополам и из средней точки основания проведем прямую в одну из вершин квадрата. Далее опишем из сред​ней точки основания дугу радиусом, равным этой прямой. Тогда диаметр получившегося круга разделится на три нерав​ные части: ЕА = у, АВ = а, BF = у. Ясно, что отрезок AD = АВ есть не что иное по отношению к отрезкам ЕА и AF, как их средняя геометрическая, а вы уж ее строили в Схолии Пятнадцатой. При этом отметим: 1) отрезок CF есть сторона правильного выпуклого пятиугольника, впи​санного в круг радиуса а; 2) отрезок BF есть сторона пра​вильного десятиугольника; 3) отрезок СЕ есть сторона пра​вильного звездчатого пятиугольника. А что это действительно так, вы можете убедиться, разобрав этот чертеж. Что же ка​сается численной величины отношения золотого сечения, то она находится без труда из таких же соображений. Допустим, что мы хотим разделить величину а в отношении золотого сечения. Тогда одна часть будет у, а другая (а — у). Запишем:

y/a = (a — y)/y;
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y2 = a(a — y),

y2 = a2 — ay.
{411}

Перенесем ау в левую часть и возьмем у за скобку. Получим:

y (y + а) = а2.

Теперь поделим обе части на а2. Получаем:

y/a(1 + y/a) = 1.

А теперь вспомним, что

y/a = x
и подставим:

x (1 + х) = 1; х2 + х — 1 = 0.

Открывая скобки, получаем квадратное уравнение. Положи​тельный корень его и даст нам нужную величину. Просто и ясно!

— Хорошо, — сказал мальчик, — но, быть может, кстати, вы мне расскажете, как это получается, что вы можете делать та​кие преобразования поворота? Я как-то в толк не возьму, как это у вас выходит...

— Можно попробовать, — отвечал спокойно Мнимий. — Представьте себе, что перед вами висит диск, укрепленный в центре... ну хотя бы гвоздиком! И вы хотите его повернуть, скажем, против часовой стрелки на некоторый угол. Разберем​те-ка, что для этого мы должны сделать. Наметим на краю дис​ка некоторую точку (любую!). Она определяется некоторым комплексным вектором, не так ли? Но раз наш вектор есть комплексное число, которое после поворота должно изменить​ся, значит, первый вектор заменится новым. Каким же? Ясно, что для этого надо первый вектор умножить на некоторый единичный вектор (мы ведь наш диск только поворачиваем, не более того!), аргумент которого равен углу φ. Давайте те​перь множить. Из вектора (x + iy) мы должны получить но​вый вектор (x' + iy'), то есть умножить:

(х + iy) (cos φ + isin φ = х' + iy'.

откуда мы получаем такие равенства:

х' = x cosφ — ysinφ
у' = х sin φ + у cos φ.

Отсюда легко видеть, что координаты нового вектора суть не что иное, как преобразованные координаты первого век​-{412}тора. При этом они преобразованы так, что мы получаем очень простые (линейные) соотношения, куда не входят никакие иные степени, кроме первой. Все это можно коротко записать в виде так называемой матрицы преобразования:

( cos φ
— sin φ(
(sinφ
     cosφ(
Первая строка матрицы указывает, на что надо умножить х и у первого вектора, чтобы при помощи сложения получить х' второго; вторая строка дает то же самое для того, чтобы полу​чить у' второго. Таким образом (с некоторым усложнением, разумеется) можно делать и гораздо более сложные преобразо​вания, например, превратить круг в эллипс, растянувши его в направлении одной из осей. В дальнейшем из этого вырастает целая «арифметика матриц», в некоторых случаях очень близ​кая к арифметике комплексных чисел. Все это в современной математике имеет серьезное значение. Так что наш знамени​тый Кот в сапогах (имейте это в виду, мой дорогой юноша!) — это довольно-таки важная персона, особенно в наше время. Вот что я вам доложу! 
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Схолия Девятнадцатая

особенно примечательна, тем, что в ней наш доблестный путе​шественник знакомится с историей мнимых человечков, узнает, что произошло в городе Болонъя в XVI веке, как павиан умеет бросать камни и что об этом думали математики. Илюша в этой схолии не раз попадает в затруднительное положение, и только его закадычные друзья спасают его от снежной бури, а затем Илюша снова встречает своего старого знакомого Дразнилку, который и помогает нашему герою решить трудную задачу.

Голубоватое поблескивание откуда-то сбоку неожиданно оказалось снова симпатичной фигуркой Мнимия Радиксовича. Он очень любезно улыбнулся и заметил:

— Чудесные звезды, не правда ли?

— Мне очень хотелось бы,— сказал Илюша,— чтобы вы еще как-нибудь показали мне подробно, как вы, мнимые чело​вечки, возникаете из квадратного уравнения?

— Вы ведь знаете, — начал свой рассказ Мнимий, — что, когда квадратное уравнение «не решается», мы получаем два комплексных корня, причем они таковы, что действительные части их равны, а мнимые отличаются по знаку:

а + bi; а — bi.

Такие комплексные числа называются сопряженными. Сопряженные комплексные числа обладают одним замечатель​-{414}ным свойством: их сумма так же, как и их произведе​ние, является действительными числами. Это нетрудно про​верить!

— Знаю! — откликнулся Илья. — Я уж пробовал. Мне ка​жется, как будто, что при перемножении мнимых чисел разные знаки дают плюс, а одинаковые минус...
— Ученые, — продолжал Мнимий, — сперва, в семнадцатом веке, догадались, а через два века и доказали, что если прини​мать в расчет все корни уравнения, и действительные и ком​плексные, то вместе их будет всегда столько же, сколько еди​ниц в показателе степени старшего члена уравнения. Это по​ложение, чрезвычайно важное для алгебры, обычно называется основной теоремой алгебры 1. Попутно выяснилось, что комплексных корней всегда бывает четное число, и у каж​дого такого корня имеется сопряженный комплексный корень. А то, что вы хотите узнать, можно показать на геометрическом примере. Сначала мы возьмем обычную декартову плоскость, затем еще одну, которая будет комплексной, и она же будет полупрозрачной... А вы, юноша, дайте мне квадратное урав​нение поудобней!
— Пожалуйста! — не задумываясь, ответил наш герой,—

x2 — 8x + 15 = 0.

Три и пять. Лучше не придумаешь.

— Сойдет, — ответил Мнимий. — Дальше так: пусть перед нами встанет первая плоскость, на ней оси деления и парабо​ла. А комплексная плоскость пусть станет перед первой вплот​ную. Она полупрозрачная, и через нее мы отлично увидим первую.
Так все и случилось. Сперва возникла обычная плоскость, причем ось абсцисс была голубая, а ось ординат розовая, потом возникла и темно-синяя парабола. А на делениях (+3) и (+5), там, где были корни квадратного уравнения, где пара​бола пересекла ось абсцисс, ярко горели две блестящие оран​жевые точки.
— Вот и корни! — сказал Илюша.
— А теперь мы сотворим и комплексную.
И действительно, тут же, поправей, возникла еще одна плоскость, не очень заметная, матовая. На ней были тоже две взаимно перпендикулярные оси, действительная и мнимая, {415} только они были совсем тоненькие. В начале координат сияла зеленая точка.

— Подвиньтесь! — вежливо попросил Мнимий.

И тут комплексная плоскость подвинулась налево и стала так аккуратно, что оси на том и на другом чертеже почти слились (они ведь были в одном масштабе!), но все было очень хорошо видно через вторую полупрозрачную плоскость.

— А зеленая точка на нуле, — сообразил мальчик, — озна​чает, что ничего мнимого пока еще нет?

— По-видимому, так... — раздался торжественный шепот прямо из самого экрана: волшебные чертежи, оказывается, от​лично умеют говорить!

— Итак, — продолжал Мнимий, — следите за мной хоро​шенько, и вскоре все станет ясно. Вот перед вами парабола! Она, как вы знаете, прекрасная гречанка, и от роду ей очень много лет. Для того чтобы все было не так хитро, мы будем рассматривать ее в таком виде, что коэффициент при иксе во второй степени будет равен единице.

— То есть, — подхватил Илья, — мы берем выражение

ах2 + bx + с
и делим все члены на а.
Теперь перед Илюшей сиял график квадратного трехчлена, то есть чертеж параболы, обращенной вершиной вниз, ее ось стояла вертикально, и вершина параболы была ниже оси абсцисс (которая, как мы знаем, горизонтальная). Парабола пересекала ось абсцисс дважды. Недалеко засветилось и само уравнение:

x2 — 8x + 15 = 0.

— А какие у нас корни? — спросил Мнимий.

— Два действительных корня, потому что парабола пере​секает ось абсцисс два раза, — отвечал мальчик.

— Справедливо. Теперь я попрошу параболу подняться немножко повыше.

Парабола охотно послушалась, и две оранжевые точки на горизонталях стали сближаться; и вот уже вершина параболы только касалась оси абсцисс в одной точке. Две оранжевые точки сошлись в одну.

— А теперь? — спросил Мнимий. Рядом уже светилось и уравнение:

x2 — 8x + 16 = 0.

— А теперь, — отвечал Илья, — два одинаковых действи​тельных корня, оба равны (+4). {416}

— Так. Согласен. Попрошу еще вверх немного.

Послушная парабола согласилась и на это. И теперь вся она поднялась выше оси абсцисс, не касаясь ее. Вершина параболы по-прежнему висела над делением оси абсцисс, рав​ным четырем. Однако как только вершина параболы вздумала оторваться от горизонтали, немедленно оси на полупрозрачной комплексной плоскости стали еще ярче, а зеленая точка в на​чале координат вспыхнула посветлее. Едва лишь горизонталь и вершина параболы расстались друг с другом, эта точка не​медленно раздвоилась. И теперь уже две зеленые точки медленно поползли: одна вверх по мнимой оси, а другая по той же оси вниз. Затем обе эти точки остановились против деления три, только одна стояла против (+3), а другая против (—3).

— Ну-с, — произнес Мнимий, — я вас слушаю.

— Тут, — сказал Илюша, — оба корня комплексные. И они, конечно, сопряженные. Один будет равен (4+3i), а другой (4—3i). Если теперь открыть скобки в выражении

[х — (4 + 3i)][х — (4 — 3i)] = 0,

то получится вот что:

х2 — 8х + 25 = 0.

Этому уравнению соответствует парабола вот такая, как сейчас на нашем чертеже. А почему это так, сообразить нетрудно. Ведь если написать:

[х — (а + bi)][х — (а — bi)] = 0,

то открой скобки и получишь:

х2 — 2ах + (а2 + b2) = 0.

Вот и все! Проверить — одна минута.

— Точно! — подтвердил Мнимий. — А больше вы ничего не замечаете?

И вот только тут наш герой усмотрел, что парабола отра​зилась ниже действительной оси и висит там вершиной вверх. Так что теперь уже перед ним были как бы две параболы... А из самого начала координат (там, где пересекались обе оси) ползет яркий лиловый пунктир со стрелочкой на конце. Он добрался до точки с координатами (4, 3), и стрелочка его оста​новилась, как только коснулась этой точки. Илюша обер​нулся к Мнимию, но, к своему удивлению, обнаружил, что его {417} приятель... исчез бесследно! Но когда он невольно снова пере​вел глаза на чертеж, он с удовольствием заметил, что лиловая стрелочка уже превратилась в самого Мнимия, который очень весело ему кивает из глубины чертежа!

— Вот я каков!— крикнул Мнимий из чертежа.— Могу вырасти, если парабола поднимется вверх...

Парабола стремительно рванулась ввысь, Мнимий, ринув​шись за ней, вытянулся, стал длинный-длинный и страшно важный, ибо вершина параболы ушла куда-то очень высоко, а Мнимий остановился на 92-м делении по мнимой оси. Пока Мнимий удлинялся, в записи сверкающего уравнения значение свободного члена начало быстро увеличиваться (а коэффи​циент при неизвестном в первой степени оставался тем же). И в конце концов вот что получилось:

x2 — 8x + 8480 = 0.

— А если вам так уж хочется, я могу стать и поскромнее!

Парабола стала, не торопясь, опускаться и остановилась против деления 19 на вертикальной оси.

Тут же засветилось и уравнение:

х2 — 8х + 377 = 0.

— Могу и вовсе исчезнуть!

Парабола опустилась до самой оси абсцисс, коснулась ее, и Мнимий исчез.

Илюша обернулся, и оказалось, что Мнимий уже снова стоит рядом с ними.

— Теперь вам ясно, как мы возникаем? Но вы, надо пола​гать, уже заметили, что, как только парабола оторвется от оси абсцисс, сейчас же снизу, как говорят, на нижней полуплос​кости (потому что ось абсцисс делит плоскость пополам!), возникает ее отображение, а вместе с ним и мой сопря​женный братец-близнец. Вот и все. Очень просто!

Парабола на чертеже снова поплыла вверх, а внизу опять засияло ее отображение, и тут же появилась еще одна лило​вая стрелочка, направленная из начала координат вниз.

— Понятно, — сказал Илюша, — если сложить эти два век-тора, то мнимые их части с разными знаками уничтожат друг друга и получится удвоенная величина действительной части. Раздели пополам, и получишь точку, над которой находится вершина параболы. Все в порядке!

— Рад стараться! — отвечал Мнимий. — Конечно, парабола может выше оси абсцисс стоять и вершиной вверх, а не вниз, но, в общем, это безразлично. {418}

— А почему вы говорите «отображение», а не «отра​жение»?

— Да так уж повелось от тех времен, когда вместо «отра​зилось» говорили «отобразилось». Это не так уж давно было, примерно во времена Лобачевского. Это слово встречается и у Гоголя. Имейте также в виду, что только под пером великого Эйлера мы получили все права гражданства в математике. С вашего разрешения мы вернемся сейчас еще на некоторое время к решению уравнений. Тут вы и узнаете, как мы появи​лись на белый свет, чтó мы помогли узнать математикам и как они с нашей помощью стали открывать одну тайну за другой.

— Ну, Илюша, как дела? — спросил с усмешкой Радикс.— Тебе все ясно?

— Не очень! — признался Илья со вздохом.— Нет, не очень. А нельзя ли как-нибудь так придумать, чтобы не было двух разных плоскостей, а то меня путает, что их две? Ведь на са​мом-то деле это одно уравнение, а вовсе не два?

— Справедливо! — согласился Мнимий. — Действительно, одно.

— Может быть, попробовать еще? — предложил Радикс. — Возьмем еще одну параболу. Уравнение ее напишем так:

z = x2 — 8x + q.

Значит, свободный ее член у нас обозначается теперь буквой q. Если попробовать решить квадратное уравнение:

х2 — 8х + q = 0,

мы получим...

— ...вот что! — сказал Илюша и написал:

[image: image2.png]x =44+16—q.




Значит, пока наше q меньше шестнадцати, корни будут дейст​вительные, а если q больше шестнадцати, то комплексные.

— Разумеется! — согласился Мнимий.

— А когда q равно в точности шестнадцати, парабола только касается оси абсцисс в точке, равной четырем. Если же q равно нулю, то оба корня будут действительные — один равен нулю, а другой — восьми. Но только... как же нам теперь уви​дать еще и комплексные корни?

— Не спеши, — отвечал Радикс, — сейчас мы все это соору​дим. А уж ты следи внимательнее за этим новым тонким и ум​ным волшебством. Нам ведь нужно определить, существуют ли такие комплексные числа, чтобы при подстановке их в левую {419} часть уравнения мы получили бы действительное число? Суще​ствуют ли, а если да, то каковы они?

— Тогда, — отвечал Илья, поразмыслив, — нам придется подставить в левую часть комплексное число (x + iy), а затем посмотреть, что из этого выйдет. Получится, значит, так:

z = (х + iy)2 — 8(x + iу) + q = (x2 — y2 — 8x + q) + i(2xy — 8y).

Мне кажется, что это выражение может оказаться действитель​ным единственно только в том случае, если вся скобка, на которую умножается i, будет равна нулю.

— Так!— согласился Мнимий.— Верно. Это дело! А в ка​ком случае так оно будет?

— Если, — отвечал мальчик, — я перепишу эту скобку не​много иначе:

2ху — 8у = 2у(х — 4),

то ясно, что это может произойти только в двух случаях, либо игрек равен нулю (ну, тут все и так ясно, говорить нечего!), либо икс равен четырем.

— Хорошо! — сказал Мнимий, улыбаясь. — Теперь уж у нас все готово, и мы можем приступить к нашему волшебству, ко​торое нам все и покажет в полной наглядности, как оно и по​лагается в нашем волшебном царстве, построенном на поуче​ние самым любознательным и дерзновенным юношам...

— Дерзновенным! — с усмешкой повторил Радикс. — Но я слышал, как друг Пушкина, замечательный русский поэт и мыслитель Евгений Баратынский однажды написан:

Надейтесь, юноши кипящие!

Летите, крылья вам даны...
А ведь так оно и полагается, дружище, в нашем светлом вол​шебном и вполне серьезном царство для любознательных ребят!

— Ура! — закричал Илья. — Давайте ваше новое волшеб​ство. Вы уж такие волшебники...

— Потише ты! — возразил Радикс. — Не спеши. Поспеешь! Это будет штучка довольно затейливая. Начнем с того, что это новое волшебство будет не на плоскости, а в простран​стве.

— В трехмерном? — робко пропищал Илья.

— Неужто тебе трехмерного мало? — свирепо огрызнулся Радикс. — Можно и четырехмерное, да ты испугаешься! Ну! Смотри во все глаза.

Радикс медленно и важно махнул рукой. И тотчас же перед Илюшей возникла плоскость, где были начерчены обыкновен​ные декартовы координаты (икс, игрек, как оно и полагается!). Направо от начала координат была проведена еще одна пря-{420}мая,   параллельная оси игрек, как раз в том самом месте, где икс равнялся четы​рем.
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 — Смекаешь? — спросил Радикс, ука​зав Илье на эту чет​верку.

— Смекаю... — несмело откликнул​ся Илья, — то есть это та самая четвер​ка, при которой моя скобка   становится равной нулю? Так или нет?

— Именно! — от​вечал ему его друг.— Смотри далее... Да смотри в оба! Пола​гаем твое q равным нулю... А теперь...

Тут    Илюшина плоскость потихонеч​ку повернулась и лег​ла горизонтально, повиснув в воздухе примерно в санти​метрах шестидесяти от пола. Да так и застыла. Как только это произошло, из каждой точки креста, образованного осью иксов и новой прямой, которая пересекла ось иксов в точке, равной четырем, начали постепенно расти перпендикуляры к этой самой плоскости, которая и была плоскостью (x + iy), то есть плоскостью комплексных векторов (следи внимательней!). И тут, опираясь на эти перпендикуляры и пересекая ось иксов (там, где игрек равен нулю), из концов этих перпендикуляров выросла парабола. Самая настоящая парабола с уравне​нием:

z = х2 — 8х.

А уравнение сейчас же засветилось справа сбоку красным огнем, чтобы Илья не путался! Затем (смотри хорошенько!) из прямой в новой вертикальной плоскости (опять же перпенди​кулярной к висящей в воздухе плоскости комплексных векто​ров) возникла еще одна парабола с уравнением:

z = 42 — y2 — 8·4 = —у2 — 16. {421}

Теперь перед Илюшей было уже две параболы. Мнимий по​дошел совсем близко к этой высоковолшебной модели и мяг​ким прикосновением своих волшебных пальчиков жестко скре​пил эти две параболы так, что они оказались соединенными в своих вершинах, а плоскости их оказались перпендикуляр​ными одна к другой.

— Видишь?— спросил Радикс. — Теперь смотри, что у нас будет получаться далее, когда мы начнем увеличивать постоян​ный член, то есть это твое q. Следи внимательно за этой фигу​рой из двух соединенных парабол, не отрывая глаз.

Вся эта сложная параболическая механика начала дви​гаться и прошла вверх на шестнадцать делений. Как только она остановилась, тотчас же сбоку справа засветилось ее уравнение красным огнем:

z2 = х2 — 8х + 16 = (х — 4)2.

А слева появилось еще одно уравнение (для другой парабо​лы) — зеленое:

z = —у2.

— Внимание! — громко провозгласил Мнимий. — Если те​перь далее мы еще будем увеличивать ваше q, то первая наша парабола уже не будет больше пересекать плоскость (х + iy), но зато нижняя парабола пересечет ее как раз дважды, в двух точках, которые, по мере увеличения вашего q, будут разбе​гаться в разные стороны по прямой (х = 4). Вот вам, мой юный друг, настоящая, подлинная картина того, как могут возникать комплексные корни квадратного уравнения. Поняли?

— Ох! — произнес Илюша, утирая пот со лба. — Что-то та​кое я сообразил. Но вы бы хоть еще разок повторили!..

И снова перед Илюшей возникли вся эта волшебно-нагляд​ная математическая интермедия с самого начала до самого кон​ца. Теперь Илюша как будто стал разбираться.

— Но как странно они скреплены, эти параболы, — сказал он, — они ведь зацепились одна за другую, точно они надеты одна на другую, как вот... если взять две дуги... ну, самые обыкновенные, которые на лошадей надевают... да и поддеть их так, чтобы одна висела на другой. Верно я говорю или нет?

— Точно так!— отвечал равнодушно Радикс 1.

— А все-таки, — снова начал Илюша, — я прошу еще мне кое-что разъяснить. Про корни я теперь понял, но кое-что {422} более общее мне неясно. Вы, Мнимий, помогли открыть тай​ны... Но ведь вы сами — тоже изобретение математиков?

— Не совсем изобретение. Мы — открытие! Природа царит во всем мире, а у нее свои законы. Труд человеческий в зна​чительной мере определяется этими же законами. Ведь не один человек трудится — птица вьет гнездо, пчела строит очень точные шестигранные соты, паук плетет многоугольники пау​тины, крот строит тоннели и так далее. Человек с помощью математики изучает эти законы, и когда он открывает нечто новое в строении этих внутренних связей, неправильно гово​рить, что он что-то «изобрел». Он открыл то, что всегда лежало в основе некоторых явлений природы.

— Трудно понять, — произнес со вздохом Илюша, — как это такое: уравнение и природа? При чем тут природа?

— А когда вы бросаете камень, ведь он летит по параболе, не так ли? А парабола алгебраически — это квадратное урав​нение. А те, кто путешествовал по Африке, рассказывают, что большие обезьяны, павианы, очень хорошо умеют бросать кам​ни. Однако камень не рассуждает, кто его бросил — ученик седьмого класса или павиан, все равно он летит по параболе!

Илюша уставился на Мнимия и не знал, что отвечать.

— Ну как, Илюша? — спросил Радикс. — Долетел до тебя этот камушек?

— Не знаю! — ответил в недоумении Илюша. — С пави​аном действительно как-то странно получается...

— Крепись! — посоветовал Радикс. И добавил: — Был в древности такой философ, Платон. Он любил пересказывать речи другого философа, своего современника, Сократа. И вот в одном из сочинений Платона Сократ говорит, что человек разумный «будет заниматься астрономией, как и геометрией, для того чтобы ставить задачи разуму», но не будет терять время на прихотливо-изящные разглагольствования о красоте звездного неба. Нет, он будет «искать истину» в явлениях подобного рода. А истина эта, как легко догадаться, заклю​чается именно в математических законах движения небесных светил. Задача оказалась необычайно трудной и, не взирая на все грандиозное развитие древнегреческой математики, грекам полностью одолеть ее не удалось. Решение было получено только в семнадцатом веке нашей эры. Как ты знаешь, эти ре​шения были связаны в первую голову с именем Иоганна Кеп​лера, одного из великих основателей математического естествознания, на основе которого построена вся со​временная цивилизация.

— Итак?.. — переспросил Мнимий.

— Не знаю...— с усилием выговорил Илюша. — Как-то все это в голове не укладывается... {423}

— Постой-ка, — сказал Радикс, — пожалуй, я приведу еще один пример, с которым ты уж спорить не станешь. Конечно, и юноша из седьмого класса и павиан — существа, не лишен​ные некоторого смысла, и, пожалуй, ты будешь колебаться, можно ли назвать их действия просто действиями Матушки-Природы. Так вот тебе еще один пример, где одушевленные существа уж совсем не принимают никакого участия: по горе бежит маленький ручеек, наконец добегает до крутого обры​ва и низвергается, скажем, метров на двадцать с лишним (вы​сота шестиэтажного дома!) тоненьким водопадом в одну струйку. Ясно ли тебе, что и эта водопадная струя будет иметь строение той же самой параболы? Это ты можешь проверить самым простым опытом с резервуаром, водой и резиновой труб​кой. Отсюда ясно, что парабола имеет в мире, независимо от человека и его мыслительных способностей, совершенно объективное существование, независимое от нас. Следовательно, когда человек нашел эту кривую, он сделал от​крытие — он нашел формулировку важного закона Природы. А обстоятельство, что сама кривая (у Аполлония Пергейского в древности) была найдена путем геометрического рассужде​ния, умозрительно, и только потом (у Галилея) приняла ха​рактер закона Природы, значения не имеет. Одно только мож​но вывести из этого поучительного сопоставления, что логиче​ское развитие (и расширение) математических образов и истин потому и ведет к открытию орудий математического естест​вознания, что даже самые первые положения математики не​посредственно возникли из человеческого опыта и размышле​ний над результатами этого многообразного опыта.

— Вот и опять получается, — заявил Илюша, — что мате​матика — это опытная наука...

— ... опирающаяся в своих построениях на здравый челове​ческий рассудок, на логику,— добавил Радикс,— и постоянно проверяющая свои построения на решениях практических за​дач. Когда-то Аристотель учил, что человеку нужна свобода, но не просто свобода, а обдуманная свобода, разумная, такая, которая ведет к полезным результатам. И вот, обду​мывая свои удачные и полезные действия, человек и нахо​дит математические орудия, которыми он покоряет Природу. Вот примерно как! Конечно, что ни дальше, тем оно стано​вится сложнее, но, как говорится, чем дальше в лес, тем боль​ше дров! Ну, следует еще отметить, что летит тело по пара​боле только в пустоте, то есть при отсутствии сопротивления воздуха, в полном безветрии, а иначе получается хотя и близ​кая к параболе кривая, но все-таки не парабола. Хотя все математические образы, которые мы в рассуждениях считаем абсолютно точными, на практике не могут иметь такую {424} неограниченную точность, однако самое важное и самое основное в явлении они выявляют с большой силой.

Внезапно откуда-то донесся знакомый мелодичный свист древних флейточек, раздался легкий топот, маленьких копытец, и голос небезызвестного Илюше Фавна лукаво произнес:

— А камушки? Морские камушки?

— Что такое? — вопросил Радикс. — Какие это камушки?

— Ах да! — воскликнул мальчик. — Морские камушки, об​катанные волнами, как трехосный эллипсоид!

— Верно! — подтвердил Радикс. — Вот тебе и еще пример довольно сложного геометрического тела, который сооружает сама природа.

— В общем, ясно! — примирительно заявил Мнимий. — И я предлагаю, приняв в общем выводы моего почтенного па​паши к сведению и руководству, перейти к нашим очередным делам. Мне хотелось бы обратить ваше внимание на ряд особо значительных фактов из истории нашей науки. Хотите ли вы меня выслушать?

— Очень даже! — отвечал Илюша. — Когда вы мне все здесь рассказываете о развитии нашей науки от древности и чуть ли не до наших дней, то выходит более понятно...

— Хорошо, — заметил Мнимий, — насчет «чуть ли не до наших дней» — это немножко, пожалуй, слишком, ибо «наши дни» в математике — это уж очень трудно! Но кое-что наме​тить можно 1. Только вы слушайте внимательно и сейчас же переспрашивайте без стеснения, как только, почувствуете, что теряете нить моего рассказа. Согласны?

— Вполне!

— Итак, надо отметить, что в науке время от времени бы​вают некоторые нежданно разительные перемены. То есть если рассуждать впоследствии, то поймешь, что они не такие уж «нежданные», а, наоборот, подготовлялись издалека, хотя са​мое решение вопроса сперва кажется совершенно неожидан​ным. Понимаете вы меня?

Тут уж Илюше пришлось признаться, что он не очень по​нимает, о чем идет речь.

— Ну вот, — сказал, задумываясь чуть не на каждом сло​ве, Мнимий, — возьмем алгебру. Самую обыкновенную, кото​рую вы в школе учите. Это просто буквенное исчисле​ние, не так ли? А ведь всякий ученик прекрасно знает, ка​кое это облегчение для решения задач.
— Конечно, — согласился Илюша, — алгебраически решать задачи гораздо проще, чем с арифметикой возиться!

— Согласен! Но давайте разберем, как это случилось. Ведь всякий замечал, что много есть на свете задач очень друг на друга похожих, то есть, как говорится, задач одного типа. Вот на этом-то наблюдении и родилась алгебра. Надо было еще получить некоторый толчок — догадаться, что вместо чисел можно употреблять буквы. Новое в науке родится путем наблюдения над своей собственной работой — то есть над ре​шением разных задач, — а затем путем выводов из этих на​блюдений. И, наконец, путем построения такого общего спосо​ба (или метода), который помог бы нам воспользоваться тем, что мы нашли наблюдением, а метод этот и был буквенным исчислением.

— А он откуда взялся?

— Он был в зачатках еще у египтян и у греков. Затем индусы, а за ними арабы заметили, что способы решать ариф​метические задачи могут быть сведены к нескольким типам — ну, хотя бы к уравнениям с одним неизвестным, — и описали это словесно. Возникла так называемая риторическая алгебра, не очень, конечно, удобная, но все-таки более совершенная по сравнению с простой арифметикой 2. А уж потом пришли и буквы, но путь им был расчищен при помощи риторической алгебры.

— Значит, так, — решил Илюша, — сперва мы наблюдаем, замечаем важные особенности при пользовании старыми спо​собами, а затем на основании этих наблюдений и рассужде​ний уже строится новая наука, то есть новый ее раздел.

— Правильно,— согласился Мнимий,— такие весьма важ​ные перемены и бывают, как я выразился, «нежданно рази​тельными». Такие нововведения, обобщающие большой опыт, дают огромные результаты и сразу двигают науку вперед. Проходит несколько десятилетий — и науку уже узнать нельзя, так быстро она развивается на новом рубеже. Арабы построили алгебру, ее узнали в Европе, а затем сразу раздаются мощные голоса Виеты и Декарта. И вот уже та алгебра, которую вы учите в школе, построена. И все становится иным, появляют​ся возможности строить еще нечто совершенно новое.

— А когда это случилось?

— Арабская алгебра родилась примерно в восьмом или девятом веках, а распространять ее в Европе стали примерно с двенадцатого века. Я имею в виду славного Ал-Хорезми. {426}

Прибор Платона.
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В это же время появляются сочинения европейцев, уже осво​ивших алгебру. В начале шестнадцатого века все это было в Европе освоено, развито и вот тут-то Европа встает на но​вый путь развития. Сочинения Архимеда и Аполлония пере​ведены и напечатаны. Начинаются новые труды. Они как бы вмещают все, что Европа унаследовала от арабов (а стало быть, и от индийцев) и от Древней Греции. И теперь начи​наются плодотворнейшие труды по объединению того и дру​гого. Если труды европейцев, которые привели к интеграль​ному и дифференциальному исчислению, были завершением трудов древних, шедших в том же направлении, то с шестна​дцатого века началось еще одно движение: новые дости​жения риторической алгебры были впервые успешно приме​нены к решению алгебраических уравнений высших степеней, например кубических.

— А раньше их совсем не умели решать? — спросил Илюша. {427}

— Опыты и частные реше​ния были. Мы вам рассказы​вали о способе двух средних пропорциональных и о способе Менехма (в Схолии Пятнадца​той — способ двух парабол). Но все это были геометрические способы, которые не обладали общностью, то есть не мог​ли быть применены для реше​ния любой задачи, которая приводит к кубическому урав​нению.

— Мы рассматривали, кажется, тогда, — заметил Илюша,— пропорцию Гиппократа:
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а : х   =   х : у   =   у : b
и ее алгебраическое решение, а как греки решали, мы как буд​то не говорили.

Одна средняя пропорци​ональная и один пря​мой угол.
— Ну что ж, — сказал Радикс, — можно и это припомнить. Для решения этой задачи — для удвоения куба — можно поль​зоваться так называемым «прибором Платона», который легко представить тебе в виде двух плотничьих наугольников, то есть деревянных прямых углов, как бы прямоугольных тре​угольников без гипотенузы. Начинаем с чертежа, где изобра​жены две прямые, пересекающиеся под прямым углом. Затем берутся два угольника и прикладываются друг к другу так, чтобы они образовывали два прямых угла. Нетрудно рассудить, что если даны длины отрезков а и b, то из двойной пропорции Гиппократа, которую я только что привел, можно получить:

x3 = a2b; у3 = аb2;
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и, положивши b = 2а, получаем:
Все это так сложно формулируется потому, что у Евклида в его Началах (книга IX) степени — квадраты, кубы и так далее — так и вводятся, через пропорции, и опираются на из​вестные свойства геометрической прогрессии:

1, x, x2, x3, x4... xn,
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где ясно, что каждый член является средней геометрической {428} между двумя своими соседями справа и слева, как например:
а четыре последовательных члена связаны двойной непрерыв​ной пропорцией:

1 : х = х : х2 = х2 : х3,

Принцип прибора Платона.
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которой и пользуется Гиппократ. Теперь возвращаюсь к по​строению: циркуль дает одну среднюю пропорциональную, которую мы разбирали в Схолии Пятнадцатой, тогда как два прямых угла действуют словно два объединившихся циркуля, они дают нам разом две средних, как это ясно из другого чер​тежа. Прямой угол мы всегда можем себе представить опи​рающимся на диаметр некоторой окружности, не так ли?.. А если у нас имеются два прямых угла, причем их все​гда можно сдвигать и раздвигать так, что эти диаметры вооб​ражаемых окружностей могут изменяться (и при этом неза​висимо друг от друга), то мы получаем особый прибор вроде двоякого циркуля, который может дать нам сразу две сред​ние пропорциональные, те самые, которые требуются для пропорции Гиппократа.

{428}

— По-моему, — сказал Илья, внимательно осмотрев чер​тежи Радикса, — как будто все правильно. Какой интересный этот способ двух прямых углов! И если а = 1, то икс и будет корнем кубическим из двух. Все верно.

— Прекрасно! — похвалил Мнимий. — Итак, после этого поучительного примера я могу продолжать свой рассказ. Ал​гебра дала ученым формулу (а формула — это ведь и есть самое значительное завоевание алгебры!) для решения лю​бого квадратного уравнения. В шестнадцатом веке ученые заинтересовались алгебраическим решением кубического урав​нения, о котором еще в начале того же века Лука Пачиоли, итальянец, говорил, что эта задача столь же непосильна для науки, как и квадратура круга. Конечно, надо все-таки при​нимать во внимание, что наука, развиваясь, ставит себе все более и более сложные задачи, а для их разрешения, понятно, требуются все более сложные способы. Вот с одной такой не​обычайной сложностью ученые и столкнулись в шестнадцатом веке. Понадобилось без малого триста лет, чтобы разгрызть этот орешек! О нем-то и будет идти речь. Задачка была осо​бенная. Древние почти ничего здесь не сделали, европейцам все пришлось изучать и рассматривать заново. Арабы тоже брались за этот вопрос, старательно изучали частные случаи, многое изучили и придумали, но по части именно алгебраиче​ской у них не получилось. Пачиоли прямо говорил, что реше​ние таких уравнений невозможно, ибо они «диспропорцио​нальны», то есть невыразимы с помощью пропорций, что, разумеется, неосновательно, как это ясно из Гиппократова решения задачи о двоекубии. Как неосновательны были и сетования Пачиоли насчет квадратуры круга, но Архимед тогда еще очень был мало известен... И, наконец, в городе Болонье в шестнадцатом веке напали на алгебраическое реше​ние. Оно...

— А какое это было решение?

— А вот сейчас его продемонстрируем. Сперва надо ска​зать еще несколько слов об одном особом способе решать ква​дратные уравнения, вам хорошо известные. Вы знаете способ, который построен на выделении точного квадрата. Но можно действовать еще и по-иному. Выходит не хуже. Если уравне​ние представлено в двучленной форме, то есть вот так:

хn  = а,
то решить его нетрудно (разумеется, мы полагаем, что а боль​ше нуля, то есть положительное число), какова бы ни была его степень. Надо только извлечь корень данной степени, а это вопрос разрешимый... {430}

— С логарифмами... — подсказал Илюша.

— Точно, — отвечал Мнимий, — именно с логарифмами. Следовательно, если мы сумеем данное уравнение привести к такому виду, мы уже никаких особых препятствий не встре​тим. Уравнение первой степени приводится к двучленному виду проще простого: сделай приведение, перенеси известные в одну сторону, неизвестные в другую — и готово. Посмотрим теперь, как этого достигнуть с квадратным уравнением, кото​рое нам тоже хорошо знакомо. Любое квадратное уравнение можно представить в таком виде:

х2 + рх + q = 0,

ибо, если коэффициент при х2 не равен единице, делим все уравнение на этот коэффициент — и дело в шляпе! Как быть далее? А что, если уничтожить второй член уравнения с иксом в первой степени? Тогда останется икс в квадрате и свободный член, а нам как раз и надо получить двучленное уравнение. Введем новую неизвестную, допустив, что наш икс таков:

х = у + h.

— А что такое h? — с удивлением спросил Илюша.

— Пока что h совершенно произвольное число, но мы сей​час выясним точно, в каком виде оно может нам помочь. Под​ставим в уравнение новое значение икса и сделаем приведе​ние. Это нетрудно! Получаем:

(y + h)2 + p(y + h) + q = 0;

у2 + у (2h + р) + h2 + hp + q = 0.

Теперь становится ясно: чтобы уничтожить второй член урав​нения, надо положить, что коэффициент при иксе в первой степени равен нулю, то есть:

2h + р = 0;

h = —p/2.

Подставим в полученное уравнение. Получаем:

y2 + y(—2p/2 + p) + p2/4 — p2/2 + q = 0;

после приведения:

y2 = p2/4 — q;
                                                              ______

y = ((p2/4—q  , {431}

но так как х + у = h, то находим и решение:

                      _______

x = — p/2 ((p2/4—q.

Следовательно, наш этот способ — уничтожить один из членов уравнения — вполне целесообразен. Теперь попробуем разо​брать, как было решено впервые алгебраически, или, как го​ворится, «в радикалах», то есть с помощью извлечения корней необходимой степени, кубическое уравнение. Сделано было это в шестнадцатом веке в Италии учеными города Бо​лоньи Ферро, Тарталья и Кардано. Между двумя последними шел долгий спор о том, кто первый сделал это открытие, но мы в эти ненужные споры забираться не будем, тем более что с современной точки зрения все решение не так уж сложно.

— А все-таки, наверно, трудно... — грустно заметил Илюша.

— Не очень! Конечно, поскольку само кубическое уравне​ние сложнее квадратного, то весь ход решения похитрей. Но тут дело в том, что выясняются некоторые особые подробно​сти... Итак, у нас имеется кубическое уравнение, где коэффи​циент при старшем члене уже превращен в единицу:

х3 + ах2 + bх + с = 0.

Цель снова будет та же самая: придумать такие преобразо​вания, чтобы превратить данное уравнение в уравнение с меньшим числом членов, ибо, как мы видели на примере квадратного, этот прием упрощает задачу. Сперва мы будем поступать так же, как с квадратным уравнением. Положим снова:

х = у + h
и подставим это в наше уравнение. Получим после небольших переделок

у3 + (3h + а) y2 + (3h2 + 2ah + b)у + h3 + аh2 + bh + с = 0.

Теперь снова постараемся обратить коэффициент второго чле​на (при игреке в квадрате) в нуль, то есть положим, что

(3h + а) = 0; h = —a/3,

откуда

y3 + (—3a/3 + a)y2 + (3a2/9 — 2a2/3 + b)y + h3 +ah2 + bh + c = 0 {432}

или, сделав приведение:

y3 + (—a2/3 + b)y + (2a3/27 — ab/3 + c) = 0.

Теперь для сокращения письма положим:

(—a2/3 + b) = p; (2a3/27 — ab/3 + c) = q
и запишем окончательно результат и таком виде:

y3 + py + q =0.

                                                           ___

(Если q = 0, то все просто: у1 = 0, y2,3 = ± (—p).

При q( 0 результат, как ты видишь, разумеется, несколько менее утешителен, чем в случае квадратного уравнения, ибо у нас не два, а три члена. Но как-никак определенное упроще​ние достигнуто. Как же теперь, быть далее? Ясно, что нужно придумать способ, который дал бы возможность обратить выра​жение py в нуль, после чего мы и получим двучленное урав​нение, то есть то же самое, что было получено для квадратного. И вот как раз на этом месте болонцам пришла в голову сча​стливая мысль сделать еще одну подстановку: положить, что у в последнем уравнении можно представить в виде суммы:

у = u + v.

И опять-таки эти величины u и v пока что совершенно произ​вольные. Мы только одно можем сказать, что сумма их есть корень нашего уравнения, который не равен нулю.

— А почему он не равен нулю?

— Сейчас рассмотрим! Попробуем подставить. Получаем:

(u + v)3 + р(u + v) + q = 0.

Смотрите-ка! Теперь видно, что сумма (u + v) не может быть равна нулю, потому что тогда и число q будет равно нулю, а число q, свободный член уравнения, не равно нулю. Теперь откроем скобки и кое-что сгруппируем:

(u3 + v3) + (u + v) (3uv + р) + q = 0.

Такая форма уравнения уже подает нам некоторые надежды! Может быть, нам удастся уничтожить второй член? Положить, {433} что u + v = 0, мы, как сказано, не можем, но зато спокойно можем допустить, что

3uv + р = 0;

uv = —p/3,

но в таком случае наше уравнение превращается в такое:

u3 + v3 = — q.
Следовательно, мы получили два уравнения. Одно из них дает произведение новых чисел u и v, а другое их сумму. Правда, они в разных степенях, но никто не помешает возвести это произведение тоже в куб. Далее это создаст нам некоторые затруднения, но мы как-нибудь их одолеем. И вот перед нами два уравнения:

u3v3 = — p3/27; u3 + v3 = — q.
А теперь скажите, юноша, как бы вы дальше поступили с эти​ми уравнениями? Отвечайте, куда они просятся?

— В квадратное уравнение!— вдруг выпалил почти в от​чаянии Илюша. — Сумма и произведение даны, значит, это квадратное уравнение... по теореме Виеты.

— Очень хорошо!— отозвался Мнимий.— Так вот: теперь должно быть ясно, что болонцы действительно напали на очень счастливую мысль. Разумеется, им не удалось свести кубическое уравнение к линейному (то есть первой степени), как сводили квадратное, но ведь этого и ожидать было бы странно, ибо куб все-таки постарше квадрата и, конечно, по-упрямей его! Но вы должны еще иметь в виду, что открытие этого решения кубического уравнения в Италии шестнадцатого века было поистине важным историческим событием! Оно означало, что новая Европа вышла на новый рубеж, она уже освоила наследие древних ученых и теперь сама делает недо​ступные для древности открытия. Общественные условия на​столько изменились, что возникла возможность для новой на​уки. Разумеется, ученый работает прежде всего в интересах науки. Но он может работать для ее развития только тогда, когда общество, в котором он живет, поддерживает его, дру​гими словами, когда люди верят в необходимость его трудов. Мы уже говорили с вами, как бились древние греки с двоеку​бием, то есть задачей удвоить куб. И как мы увидим далее, задача трисекции угла тоже сводится к кубиче​скому уравнению. Но так или иначе болонцы все-таки степень кубического уравнения на единицу понизили, а это облегчило задачу — квадратные уравнения мы решать умеем!
— Вавилоняне догадались, — заметил Радикс, — да и нас научили. {434}

— И теперь уже мы можем составить окончательное урав​нение, которое будет:

t2 + qt — p3/27 = 0.

Одно значение корня этого уравнения даст u3, а другое v3. Решим это уравнение!

Илюша схватил мел и сразу написал:

                                                              _________                          _________

u3 = —q/2 + (q2/4+p3/27 ; v3 = —q/2 — (q2/4+p3/27 .

— Вот-вот,— поддакнул Мнимий,— совершенно правильно. На пятерку! Но теперь, поскольку мы знаем, что у = u + v, пишите уж и самое решение.

И наш герой написал следующее:
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— Ну вот, — произнес Мнимий, — и появилась эта знаме​нитая формула Кардана для решения кубического уравнения.

— Так, — сказал Илюша, любуясь своим произведением, — это я теперь как будто сообразил. Но при чем же тут мнимые человечки?

— А-а-а, — важно протянул Мнимий, — вот вас что инте​ресует! Ну что же? Мы постараемся приподнять завесу этой трудной научной тайны.

— Жаль, что в науке есть еще тайны!

— Н-да... — протянул Мнимий. — В общем, конечно, до​садно. Но ведь эти тайны исходят не от науки, они, скорее, принадлежат природе. Человек начинает с самого простого, а затем идет все дальше, все время углубляет свои знания, рас​крывает тайну за тайной, похищая их у Природы! И вот вы сами видите в наши дни, как увеличивается могущество чело​века. А те тайны науки, о которых вы сокрушаетесь, — это уж не совсем тайны, это ее трудности, но опыт показывает, что их можно одолеть. Вы могли видеть сами на примере реше​ния кубического уравнения, как осторожное расширение спо​соба двучленного уравнения позволяет добиться новых резуль​татов. Трудность основная в том, что при всяком таком расши​рении области, где применяется данный способ, дело услож​няется новыми обстоятельствами и обычно такими, которые ранее невозможно было не только предвидеть, но даже и пред-{435}ставить себе. С развитием науки приходится решать более сложные и запутанные задачи. К примеру: обычное уравнение имеет одно решение; квадратное уже дает два, причем бывает, что оба имеют смысл самый простой, а случается и другое! А кубическое уравнение, вообще говоря, должно давать три решения, но, даже и получив все элементы, из которых легко составить эти решения, надо еще сперва сообразить, как их составлять. Мы недавно любовались на график квадратного уравнения, но ведь график кубического уравнения, то есть ку​бической параболы, гораздо сложнее и все случаи решения кубического уравнения много хитрее. Кубическое уравнение может иметь три действительных корня, либо один действительный и два комплексных кор​ня. Переходя к графику, мы видим, что кубическая парабола может иметь различные формы: 1) парабола пересекает ось абсцисс однажды (все три действительных корня равны друг другу); 2) парабола пересекает ось абсцисс однажды и од​нажды ее касается (три действительных корня, причем два из них равны друг другу); 3) парабола пересекает ось абсцисс трижды (три разных действительных корня); 4) парабола пересекает ось абсцисс однажды, а кроме того у нее имеются еще два сопряженных комплексных корня.

— По-моему, я такую параболу видел, — вспомнил Илю​ша, — в Схолии Шестнадцатой, там еще была и такая, которая у вас здесь под номером третьим.

— Это верно, — подтвердил Радикс, — так и было.

— В этом последнем случае, значит,— продолжал Илюша,— эти комплексные корни будут: один а + bi, а другой, ему со​пряженный, а — bi.

— Конечно, — подтвердил Мнимий. — Но ведь это еще от​нюдь не все. Самое удивительное качество решения кубиче​ского уравнения, которое крайне поразило алгебраистов шест​надцатого века, заключается в том, что иногда попадается такое кубическое уравнение, что если мы станем решать его по Кардановой формуле, то, невзирая на то что все три корня его вещественны, формула Кардана выражает эти корни мнимыми радикалами, и можно доказать, что ничего иного из формулы Кардана вообще получить невозможно. То есть истинное решение словно прячется за мнимостями! Это тот случай, который Кардан называл «неприводимым» (Кар​дан уже знал, что у кубического уравнения три корня). Тут болонские алгебраисты впервые убедились, что наши мнимые человечки действительно существуют, активно участвуют в алгебраических построениях и при решении самой веществен​ной задачи невозможно обойтись без того, чтобы с ними не встретиться. Тут надо вот что еще иметь в виду: обычные чи-{436}сла человек придумал для счета. Всякого рода задачи, которые пришлось решать, привели неизбежно к понятию различных математических образов, которые получаются по крайней мере из пары чисел, как, например, сумма, разность, произведение, частное или дробь. А затем уже пошли еще более сложные по​строения, как и мы, мнимые человечки, которые выросли из задач, связанных с квадратным уравнением. Счет — одно, а рас​чет — другое! Но именно для того, чтобы наши расчеты не противоречили простому счету, чтобы правильность счета нигде и никогда не нарушалась, и приходится вводить такие слож​ные и хитрые построения, где из пары чисел получается одно особенное число. Но ведь зато и результаты получаются об​ширные и замечательные! Однако самая суть дела в том, что кубическое уравнение с его необычайными сложностями заста​вило математиков понять, что мы, мнимые хитроумные чело​вечки (от которых до той поры, встречаясь с нами в квадрат​ных уравнениях, просто отмахивались!), вовсе не случайные призраки, а самые настоящие граждане и деятели математи​ческого мира!

— Все-таки трудно... — признался Илюша.

— Разумеется, не очень просто, — согласился Мнимий. — Но вы подумайте еще о том, что в те времена все это было еще трудней, потому что нашей удобной алгебры с буквен​ными знаками еще не существовало. Тарталья, кстати сказать, изложил формулу Кардана в стихах, а потребовалось ему для этого двадцать пять строк!

— Ого, — отозвался Илюша, — целая поэма!

— Вот именно. И что было делать с этой формулой, как рассудить о ее странностях, долгое время не знали. Пока ку​бическое уравнение таково, что у него только один действи​тельный корень, выражение под квадратным корнем

(q/2)2 + (p/3)3

больше нуля, и тогда вычисления не так трудны. Но в другом случае — и как будто в самом простом, ибо тогда все три корня действительны! — это выражение становится меньше нуля, и как быть с формулой, неясно. Только через четверть века Ра​фаэль Бомбелли, последователь Кардана, нашел выход из по​ложения. Начал он, как нередко в таких случаях бывает, с частного случая, с численного примера. Он взял такое куби​ческое уравнение:

x3 — 15x = 4.

Решить его ничего не стоит без всякой формулы... Как вы скажете? {437}

Илюша в ужасе уставился на уравнение. Наконец еле выдавил из себя:
— Четыре в квадрате — шестнадцать, а здесь пятнадцать, а четыре в кубе — шестьдесят четыре... Мне кажется, что ре​шение равно четырем, потому что:

64 — 15 · 4 = 64 — 60 = 4.

— Вы совершенно правы! — весело воскликнул Мнимий.— Как видите, решить совсем нетрудно. А теперь попробуйте с формулой Кардана. И тотчас получается:
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Как тут быть, неизвестно. Из (+121), конечно, квадратный корень извлечь небольшая хитрость, но ведь здесь минус. Однако попробуем переписать теперь это по-нашему:
Из этого выражения Бомбелли получил (как мы теперь пи​шем!) такие равенства:

             3 ______             3 _______

             (2 + 11i  = 2 + i; (2 — 11i  = 2 — i.

Если вы возведете каждое из этих равенств в куб, пользуясь формулой сокращенного умножения, вам xopошо известной, вы убедитесь, что равенства эти справедливы. Поскольку иско​мый икс равняется сумме этих двух выражений, то мы полу​чаем...

Илюша немедленно написал ответ:

х = (2 + i) + (2 — i) = 2 + 2 = 4

— Выходит, — решил он, — что искомый корень предста​вился в виде суммы двух сопряженных комплексных чисел, а эта сумма, как мы уж знаем, есть действительное число! Зна​чит, оно только спряталось за мнимыми числами. Но ведь должны быть и другие корни? Их ведь два еще должно быть как будто? Как их найти? Один корень мы нашли, — рассуж​дал Илюша, — левая часть уравнения должна состоять из трех {438} множителей. Но из нашего решения ясно, что один из множи​телей будет равен

(х — 4);

значит, если я перенесу все члены нашего уравнения влево и разделю затем эту левую часть на этот одночлен, получится квадратное уравнение, а из него можно раздобыть остальные два корня:

(x3 — 15x — 4)/(x — 4) = x2 + 4x +1.

Илюша еще немного покопался с вычислениями и написал:

                                                                                       _                        _

x1 = 4,000; x2 = —2 + (3; x3 = —2 — (3,

или, приближенно: x2 = —0,268; x3 = —3,732.

— По теореме Виеты выходит. И сумма корней равна нулю! Попробую проверить значения корней. Для этого я буду придавать иксу целочисленные значения от минус шести до плюс шести и посмотрю, где кривая пересечет ось абсцисс.
Илюша так и сделал. Получилась табличка, а за ней и кривая, которую можно разглядеть на чертеже 1.
х
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— Ишь как хорошо все выходит! — воскликнул Илюша, закончив табличку. — На четверке нуль...

— Сделаешь верно, и получается хорошо, — заметил Ра​дикс.

— А те два других корня по чертежу тоже очень хорошо подходят. В порядке! И действительно, кривая три раза пере​секает ось абсцисс.

— Как ей и положено, — закрепил Радикс. — Рафаэль Бом​белли был человек способный, ученый и даже удачливый: го​ворят, именно ему удалось разыскать на полках громадной Ватиканской библиотеки рукопись творений грека Дио​фанта Александрийского, с которых и началась тео​рия чисел, высшая арифметика. Возможно, что Диофант в ре​шении с Кардановой формулой навел Рафаэля Бомбелли на кое-какие полезные мысли.

Тут Радикс продекламировал такой стишок:

Вдоль по плоскости кривая

Очень правильно бежит,

Ось абсцисс пересекая,

Где корням быть надлежит!
— Там, где быть им надлежит, там как раз и пробежит!— поддакнул Мнимий.

Радикс проговорил скороговоркой еще стишок:

Как-нибудь уж, в самом деле,

Разберемся еле-еле

И рассмотрим все точь-в-точь,

Если нам синьор Бомбелли
Догадается помочь...

И все весело рассмеялись. А Мнимий добавил:

— Надо вам знать еще, что неожиданные и своеобразные разоблачения Бомбелли в те времена скорее привели в недо​умение ученых, чем направили их к новым исследованиям. И когда через некоторое время Виета обнаружил, что «непри​водимый» случай Кардана можно разрешить тригонометриче​ским путем (как решение задачи о трисекции угла), то это, наверно, показалось облегчением (впрочем арабские мате​матики нашли это решение примерно еще за целый век до Виеты). Однако трудно сказать, имело ли это какое-нибудь значение, ибо замечательная работа Бомбелли в свое время не была напечатана, хотя была известна и ее изучали крупные ученые. Любопытно, что в те времена были уверены, что {440} Виета открыл что-то совершенно новое, хотя на самом деле в решении Виеты новыми были только подстановки.

— Но я не знаю, как у Виеты получилось с трисекцией угла и с тригонометрическим решением.

— Неужто? — удивился Радикс. — Так сейчас узнаешь! Виета напал на счастливую мысль привлечь к вопросу о реше​нии кубического уравнения тригонометрические функции. Мы как будто в прошлой схолии рассматривали, что получается, если возвести комплексное число в квадрат. Из этого примера ясно, кстати, что одно равенство комплексных чисел равно​сильно двум равенствам действительных, ибо действительную и мнимую часть правой части равенства можно рассматривать по отдельности. Согласен?

Илюша задумался.

— Кажется... да!

— Если так, то мы начнем с формулы для косинуса двойного угла. Так или нет? Помнишь?

— Так, как будто. И она будет:

cos 2( = cos2 ( — sin2 (.

— Хорошо. Не спорю. А теперь перемножение комплекс​ных чисел (единичных комплексных векторов) из предыду​щей схолии повторим еще раз с тем отличием, что наши ком​плексные множители будут иметь разные аргументы, то есть разные углы. Что мы получим?

Илюша тотчас выполнил это умножение и получил:

cos (( + () = cos ( cos ( — sin ( sin (.

— Ну, а теперь у нас есть все для того, чтобы на основа​нии этих двух формул написать еще формулу для косинуса троекратного угла, то есть для cos (2( + (), или в результате cos 3(.

На этот раз Илюша не очень долго возился, но все-таки по​мучился. Радикс напомнил ему, что ведь «без труда и рыбку не вытащишь из пруда», а не то что косинус троекратный! И наконец получилась вот какая формула:

cos 3( = 4 cos3 ( —3 cos (.

— Вот теперь все, что надо, у нас есть, и мы можем спо​койно продолжать наши рассуждения. Попрошу вас только еще заменить cos( на x и написать в обычном для уравнения виде так, чтобы правая часть равнялась нулю, тогда как cos 3( будет у нас называться а. {441}
Это задание было совсем уж простое, и Илюша написал.

4x3 — 3x — a = 0.

— Так ведь это получилось кубическое уравнение и как раз такое, какое мы получали, когда уничтожали член с неиз​вестным во второй степени.

— Совршенно правильно! — отвечал  Мнимий. — Пред​ставьте, эта же самая блестящая мысль пришла в голову и славному Франциску Виете! У вас, прямо скажу, был доволь​но способный предшественник!.. Теперь смотрите вниматель​но. Ведь из этого уравнения мы по данному углу можем найти угол в три раза меньший, а следовательно, перед нами способ для решения задачи древности — трисекции угла, или деления любого угла на три равные части. Заметьте: лю​бого, ибо некоторые углы, как, например, прямой угол, де​лятся на три части очень просто, циркулем и линейкой. Прав​да, обычно берут не косинус, а синус, но перейти от того к другому не так трудно. А в общем, получается доступный способ для решения кубического уравнения, вернее, одного из его видов. Вот какие разнообразные выводы получаются при рассмотрении решения кубического уравнения. При этом очень важно еще и то, что решение Виеты как раз и есть то самое, которое разъясняет этот трудный случай, когда действитель​ные корни скрываюся под личиной мнимых (этот случай, как мы уж говорили, Кардан называл «неприводимым»). И отсюда Виета вывел, что либо кубическое уравнение получается на​подобие двух пропорциональных (как при двоекубии!), и тогда у него только один действительный корень, либо они сводятся к трисекции угла, и тогда все три корня действительные. Вхо​дить в большие подробности я не буду; скажу только, что этим тригонометрическим способом Виеты можно пользоваться именно тогда, когда под квадратными корнями в формуле Кардана стоят отрицательные числа. В таком случае свободный член уравнения q можно выразить через синус некоторого троекратного угла, а затем, пользуясь тригонометрическими таблицами, без особого труда найти и caмые корни. Все это, разумеется, на практике не очень удобно, но тут смысл не в том, чтобы добиться решения кубического уравнения (ко​торое с помощью методов высшего анализа находится скорей и проще), а в том, чтобы рассудить о сути соотношений в ал​гебраических вопросах.

— Хорошо!— сказал Илюша. — Конечно, все это не очень легко... Но все-таки интересно, когда такую историю с раз​ными алгебраическими чудесами разберешь подробно. Только вот еще что: ведь у древних был уже способ трисекции угла? {442}

DE = 2AB

FH || АС

АН = HЕ
Невсис Паппа.
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— Да, — отвечал Радикс, — такой способ был, даже не один. Интересен способ так называемого невсиса, или способ «линейки с двумя метками», с которым мы познакоми​лись уже в Схолии Пятой, способ полезный и чрезвычайно поучительный. Архимед в своих трудах нередко пользуется таким способом. И в древности были такие чудаки, которые его за это поругивали! На линейке можно поставить две метки, а вообще при построениях циркулем и линейкой линейка служила только для того, чтобы провести прямую! И этих ме​ток уже вполне достаточно, чтобы получить возможность ре​шать кубическое уравнение. Вот как решает этим способом Папп Александрит задачу иа трисекцию. На нашем чертеже дан угол АВС, который надо разделить на три части. Пусть АС ( А ВС; проведем через А прямую АЕ, параллельную ВС, возьмем отрезок, который, как мы уже знаем, будет вдвое больше АВ (для этого-то и нужны отметки на линейке!), так, чтобы его левый конец D лежал на АС, правый, то есть точ​ка Е, на АЕ, а продолжение его проходило бы через точку В. В таком случае угол CBD будет равен одной трети угла ABС. Это надо доказать.

— Попробую,— отозвался Илюша.— Для начала найдем середину отрезка DE, поставим там точку F и соединим ее с точкой A. Значит, этот треугольник EAD прямоугольный. {443} Вокруг него можно описать окружность, рассматривая отре​зок DE как диаметр. Но если точка F будет его центром, то все три отрезка, то есть FD, AF и EF, равны друг другу, как радиусы этого описанного круга, и каждый равен половине от​резка DE или отрезку АВ. Дальше: треугольник ABF, очевид​но, тоже равнобедренный в силу этого последнего равенства, а значит, его углы ABF и AFD равны друг другу. Треугольник AFE, конечно, тоже равнобедренный, это ясно из тех же ра​венств отрезков. Но угол AFD но отношению (к треугольнику AFE есть его внешний угол, и следовательно...

— Ну хватит, пожалуй! — сказал Радикс.— Я вижу, ты по​нял. Доказательство не такое уж хитрое. Правильно ты начал рассуждать.

— Так и есть! — согласился Мнимий. — Очень похожее ре​шение этой задачи дает примерно тем же методом и Архимед. Ученые полагают, что именно раздумья над этим невсисом Архимеда 1 и привели Виету к открытию тригонометрического решения кубического уравнения, так что невсис оказал нема​лые услуги нашей науке. Виета выяснил, что задача трисек​ции угла, над которой так мучились в древности, тем и трудна, что сводится к кубическому уравнению.

Трисекция Гиясэддина ал-Каши.

— Хорошо! — сказал с удовольствием Илья, который был в прекрасном настроении, поскольку ему удалось перескочить через длинное доказательство насчет невсиса и трисек​ции. — Но мне хочется, чтобы вы еще сказали несколько слов насчет этого знаменитого «правила циркуля и линейки».

Хорды — двойные синусы. По теореме Птолемея (если четыре вершины четырехугольника лежат на окружности, сумма произведений противоположных сторон равна произведению диагоналей), из четырех​угольника AEGH, AE = EG = GH и EH = AG, выводим, что AG2 =  АЕ2 + АЕ · АН. По теореме Евклида (произведение отрезков хорды равно произведению отрезков диаметра, проходящего через точку пере​сечения диаметра с хордой), так как AG = GC, получаем AG2 = BG (2R—BG), где R — радиус большого круга, затем по теореме Пифагора из треугольника ABG выводим: AG2 = 4AE2 — (4AE4 : R2).

Приравнивая два выражения для AG, получаем: АE2+AE·AH = 4 AE2— (4 АЕ4:R2). Полагая, что АЕ = sin ( и что АН = sin 3( (ибо хорда АН стягивает утроенную дугу), а R = 1, получаем для любого угла выражение 3 sin ( — 4 sin3 ( = sin 3(.
Благодаря этому построению замечательные самаркандские мате​матики в XV веке сумели вычислить синус одного градуса с восем​надцатью точными знаками после запятой.
[image: image31.wmf].
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— Видишь ли, — отвечал Радикс, — один из крупнейших древнегреческих ученых, Аполлоний Пергейский, современник Архимеда, в своем сочинении о конических сечениях говорит о том, что все геометрические построения должны выполняться только с помощью циркуля и линейки. Вообще в Древней Гре​ции этого правила, конечно, не придерживались, но ему при​давали очень большое значение в эпоху возрождения наук в Европе. Этот интерес несколько ослаб, когда Виете удалось впервые обнаружить, что именно это требование означает ал​гебраически: в таком случае нельзя пойти дальше построения корня квадратного, то есть решения квадратного уравнения либо такой задачи, которая сводится к последовательному извлечению ряда квадратных корней. Среди средневековых работ есть одна замечательная трисекция угла, выполненная очень простыми средствами Гиясэддином ал-Каши талантли-{444}вым математиком, одним из последних ученых исламитского мира, который трудился у знаменитого астронома Улугбека в Самарканде в пятнадцатом веке. Работы Улугбека были унич​тожены реакционным духовенством, его обсерватория разру​шена, а сам он был убит. Но память о работах ученых его школы осталась, и в шестнадцатом веке Мариам Челеби, внук ар-Руми, астронома, работавшего вместе с Улугбеком, обнаро​довал решение задачи трисекции угла. В Европе это решение узнали только в девятнадцатом веке. Это решение не дает ис​комого угла построением, как невсис Паппа. Но при его по​мощи можно получить нужное кубическое уравнение. {445}

— А как потом решали кубические уравнения?

— К этому труднейшему вопросу вернулись через некото​рое время. Сначала Эйлер со свойственной ему наблюдатель​ностью заметил, что по формуле Кардана получается девять значений корней, тогда как ясно, что нужны всего три. И Эй​лер показал, как надо комбинировать между собой эти значе​ния, чтобы получить те три, которые нужны. Таким образом выяснилось, что в формуле Кардана таится еще один неожи​данный секрет.

— А почему девять значений? — удивился Илюша.

— Да ведь в формуле Кардана два кубических корня, у каждого три значения, и если каждое из трех значений пер​вого комбинировать с тремя значениями второго...

— ...то и получим девять! — заключил мальчик.— А как их комбинировать?

— У вас ведь есть уравнение:

uv = — p/3,

так вот мы и должны так их соединять, чтобы их произве​дение давало бы как раз эту величину, то есть — p/3. Это как раз и заметил Эйлер. Однако вскоре выяснилось, что можно действовать еще и другим способом, очень интересным...

— Как это так?

— Все это можно сделать, опираясь на важные положения, касающиеся извлечения корней из комплексных чисел. Эта операция не очень проста. Она делается при помощи так на​зываемых корней из единицы...

— Не совсем понимаю, — перебил Илья, — запутался!..

— Ничего, смелее! Допустим, что мы извлекаем из ком​плексного числа корень пятой степени. Переходим к тригоно​метрической форме комплексного числа и пишем:

                                  5____________     5_

(r(cos( + isin() = (r [cos((/5 + k2(/5) + isin((/5 + k2(/5)]

где k = 0, 1, 2, 3, 4, как мы уже это выяснили ранее. Но когда мы перемножаем комплексные числа, углы, вернее, аргументы комплексных чисел складываются и ничто не мешает суммы аргументов разъединить и написать извлечение корня пятой степени в таком виде:

                                5____________     5_

(r(cos( + isin() = (r (cos((/5 + isin(/5)(cos2(k/5 + isin2(k/5). {446}

Отсюда вытекает утверждение, что все значения корня из комплексного числа можно получить, умножая одно из этих значений на разные значения корня той же степени из едини​цы, то есть на вторую скобку правой части. Представляете себе?

— Кажется, теперь представляю, — осторожно признался Илья. — Только разве это так важно, написать в таком виде, а не в другом?

— В таком кропотливом деле, как это, — отвечал Мнимий, — нельзя пренебрегать ни малейшим упрощением. Так и в данном случае, то есть для куба, при решении уравнения

x3 = 1.

Первый корень, конечно, равен единице, а другие два...

— Другие два, — подсказал Илюша, — получаются из ква​дратного уравнения, то есть из такого:

(x3 — 1)/(x—1) = x2 + x + 1,

где в правой части неполный квадрат суммы. Решая квадрат​ное уравнение, получаем:

                                                            _                               _

x2 = (—1 + i(3)/2; x3 = (—1 — i(3)/2.

— Правильно... — заметил Мнимий. — Но давайте проде​лаем еще один поучительный опыт: возведем наш только что полученный икс-второй в квадрат:

                                                             _                             _

[1/2(—1 + i(3)]2 = 1/2(— 1 — i(3).

— И получился, — сказал Илья, — не кто иной, как сам икс-третий! Ну, а если его еще и в куб?.. Правильно! Еди​ница получается. Все в порядке.

— Так вот, — продолжал Мнимий, — назовем один из кор​ней из единицы, то есть наш икс-второй, греческой буквой альфа. Тогда икс-третий, как вы только что выяснили, будет (2. А теперь я должен еще отметить, что среди всех кор​ней из единицы (для квадратного корня два, для кубического три, и так далее, то есть их число совпадает с числом единиц в показателе корня) имеются такие корни, которые обладают весьма интересным и полезным свойством. Если мы один из таких корней будем возводить последовательно в возрастаю-{447}щие степени, начиная со второй, то получим все остальные корни данной совокупности. Например, второй и третий корни кубические из единицы (первый, конечно, единица) обладают этим свойством, так что

(22 = (3;  (32 = (2; (23 = (1 = 1.
Если же взять для другого примера все корни шестой степени из единицы, от (1 до (6, то из них только два (а именно (1 и (5) обладают этим свойством и называются первообраз​ными корнями. Например, из корней четвертой степени пер​вообразных только два ((2 и (4), тогда как для пятой степени все корни, не считая первого, равного 1, будут первообраз​ными. Если вписать в единичный круг правильный много​угольник, одна вершина которого лежит в точке с координата​ми (1,0), то можно заметить, что только те его вершины будут давать первообразные корни, которые принад​лежат именно этому многоугольнику, но отнюдь не какому-либо другому — с меньшим числом сторон и одной вершиной в точке с координатами (1,0). Прошу покорнейше запомнить это правило. Оно нетрудное. А теперь мы можем снова перей​ти и к формуле Кардана. Если у нас есть уравнение куби​ческое:

у3 + ру + q = 0,

а формулу Кардана напишем в таком сокращенном виде:

                                                                  _        _

y = (A3 + (B3,

то корни нашего уравнения будут таковы:

у1  = А+В;

y2 = (А + (2В;

y3 = (2А + (В.

— Все-таки, — вымолвил опасливо Илюша, — это полу​чается не так-то просто. .. С квадратным одна минута, а тут...

— Есть и более сложные задачи, а у сложных задач и спо​собы решения довольно хитрые. Да это еще не все! А дальше способен слушать? А то закроем заседание нашей комиссии — и по домам!

— Нет, нет, — взмолился Илюша, — мне хочется все-таки до конца дослушать!

— «До конца»!— повторил ворчливо Радикс.— Ты дума​-{448}ешь, у этой штуки есть конец? Что касается меня, то я в этом отнюдь не уверен. Так еще немножко проползти можно...

— Поползем! — ответил Илюша, вздохнув потихонечку.

— Воля твоя, — отвечал Радикс, — только потом чтобы не жаловаться, что, дескать, замучили!

— Не буду жаловаться! — храбро заявил Илья.

— Тогда слушай дальше, — продолжал Радикс.

— Слушаю!..

— В конце восемнадцатого века замечательный французский математик Лагранж пытался разобраться во всех способах решения уравнений третьей и четвертой степеней. После того как Эйлер нашел сочетания значений двух кубических кор​ней в формуле Кардана, чтобы получить значения всех трех искомых корней, изучение алгебры комплексных чисел сильно двинулось вперед. Лагранж обратил внимание на то, что лю​бой из двух кубических радикалов в формуле Кардана можно выразить через три корня уравнения при помощи следующей формулы (в зависимости от того, какой корень считается первым, какой — вторым, какой — третьим):

1/3(x1 + (x2 + (2x3).
— Совсем я запутался! — с огорчением пробормотал Илья.— Чем эта формула поможет? Откуда взять корни, когда я еще не решил уравнения? Значит, надо сперва воспользоваться формулой Кардана. Какой смысл в этой формуле?..

— Видите ли, — вмешался Мнимий, — вы правы в том от​ношении, что в деле разыскания корней эта формула помочь не может. Но чтобы представить себе, как связаны корни кубического уравнения с его коэффициентами, она в высшей степени полезна.

— Опять не понимаю! — снова огорчился мальчик. — Ведь мы же знаем, какие для Кардановой формулы делали два раза подстановки! Разве из этого нельзя вывести, какие получаются соотношения между корнями и коэффициентами?

— Того, что мы знаем о наших подстановках, еще мало. Потому что те подстановки, которые годятся для кубического уравнения, не подходят для уравнения четвертой степени, а следовательно, это способ не общий. Кроме того, пока самый способ решения нельзя проверить — или, как говорится, про​анализировать, — невозможно подойти и к рассмотрению всего вопроса в целом об алгебраических уравнениях. Ведь мало еще догадаться, каково решение, надо дознаться, почему оно такое, а не иное.

— Возьмем квадратное уравнение, — предложил Радикс,— {449} хорошо тебе известное. Что ты скажешь, если я предложу тебе для него такую формулу? Ты с ней согласишься?

x = 1/2[(x1+x2) ( (x1 — x2)].
— Д-да... — сказал Илюша неуверенно. — То есть если припомнить общую формулу квадратного уравнения

(x—x1) (х—х2) = 0,

потом открыть в ней скобки

x2 — (x1 + x2) x + x1x2 = 0,

а затем применить к такому выражению всем известную фор​мулу для решения квадратного уравнения, то как раз и при​дешь к твоей формуле. И действительно, она показывает, как формула решения связана с корнями. Но ведь в квадратном уравнении все так просто!

— Боюсь,— вымолвил Мнимий,— что вас пугают эти са​мые альфы в формуле Лагранжа. Не так ли? А ведь мы о них недавно говорили... Вспомните-ка!

— Говорили...

— А что именно?

— Что с их помощью получаются все значения корней из комплексного числа...

— Разве? — сказал удивленный Радикс. — Как же это воз​можно? Мыслимое ли это дело?

Илюша посмотрел на своего друга укоризненно.

Что-то очень маленькое и беленькое вдруг упало у ног Илюши, а потом пошел целый снег из зтих маленьких белень​ких... Одна штучка упала Илюше прямо на руку, и он уви​дал, что на ладошке у него лежит крохотная беленькая аль​фа. А кругом так и сыплются все новые и новые маленькие беленькие альфы...

А Мнимий посмотрел на эту альфообразную метель и при​знался:

— А ведь в самой своей сущности я тоже альфа! Илюша взглянул на него и сказал:

— Когда мы разбирали пример Бомбелли, я, кажется, по​нял, что под корнями в формуле Кардана стоят сопряженные комплексные числа... Ну вот, отсюда и альфы, чтобы полу​чать один за другим все значения корня из комплексного чи​сла! Теперь я как будто разобрался. Значит, Лагранж дал {450} формулу Кардана не просто в виде результата двух подста​новок, а так, как она складывается из самых корней. И тут альфовый снежок стал стихать.

— Так-с... — произнес наставительно Мнимий. — Это по​хоже на дело. Но теперь на минутку давайте снова вернемся к квадратному уравнению. Вы этого не бойтесь! Поверьте, что все те крупные ученые, которые это разбирали, тоже не раз вспоминали о квадратном уравнении. Так вот вам еще один вывод для формулы решения квадратного уравнения, причем чрезвычайно полезный. Вам ведь хорошо известно, что по формулам Виеты сумма корней квадратного уравнения (x2 + рх + q = 0) равняется коэффициенту при неизвестном в первой степени с обратным знаком, то есть:

x1+ x2 = — p.
Возьмем еще одно выражение, составленное из тех же корней, только не сумму, а разность, и возведем ее в квадрат:

(x1 — x2)2 = (x1+ х2)2 — 4х1x2 = p2 — 4q.
Отсюда сразу можно написать, что

                                                                                                _______

x1 + x2 = — p; x1 — x2 = (( p2 — 4q.
Сложим эти два равенства и сейчас же получим известную формулу решения квадратного уравнения. Не так ли?

— Так, конечно, — отвечал Илюша. — Из суммы этих вы​ражений один корень получаем, а из их разности — другой. Все понятно. Выходит, что мы этим способом получили два уравнения первой степени. Раз нам нужно два решения, то мы можем к ним прийти через два уравнения первой степе​ни... То есть я не знаю, всегда ли так должно получаться, но во всяком случае с квадратным уравнением именно так и по​лучается...

— Допустим... — отвечал Мнимий. — Но лучше сказать, пусть так будет вплоть до первого противоречия с этим пред​положением либо допущением.

— А если встретится противоречие?

— Тогда посмотрим. Попробуем его обойти, а если не удастся, придется видоизменять наше допущение. Когда Лаг​ранж, пытаясь обнаружить общее правило из разных решений алгебраических уравнений, нашел наконец свою замечатель​ную формулу, он заметил, что три корня в ней надо брать в некотором вполне определенном порядке, а это на-{451}толкнуло его на новые плодотворные опыты. Если взять все три корня кубического уравнения, то есть x1, х2 и х3, то, если их брать не только в той последовательности, которая оказа​лась необходимой — вместе с нашими помощницами, альфа​ми, — но и во всех остальных...

— Интересно, — заметил Радикс, — а сколько будет этих всех остальных?

И оба, Радикс и Мнимий, внимательно посмотрели на на​шего героя, Илью Алексеевича.

— Остальных последовательностей корней? — неуверенно повторил мальчик. — Не понимаю вопроса... Или, может быть, о порядке вы говорите? Тогда вы меня о переста​новках спрашиваете?..

Не отвечая ни слова, Радикс и Мнимий все так же при​стально смотрели на Илюшу, который чувствовал себя под их взглядами не в своей тарелке.

— ...и уж если это так,— в полной неуверенности про​должал он,— то раз всего три корня, то, как их ни пере​ставляй, выйдет только шесть различных последовательно​стей. И все.

Опять полная тишина. Вдруг Илюша почувствовал, что в его левой руке оказалась маленькая коробочка, и действи​тельно, это был просто самый маленький Дразнилка с тремя шашками. Только на шашках были изображены символы корней:

x1
x2

((((((
x3

Илюша начал машинально двигать шашечки, но ничего но​вого или интересного не обнаружил. Да, действительно, всего получалось шесть перестановок! Но он это давно знал:

(x1x2x3); (x2x3x1); (x3x1x2);

затем опять получается то же самое. А если переставить две шашки, ну, скажем, х1 и х2, то получатся еще три случая:

(x2x1x3); (x1x3x2); (x3x2x1),

а потом снова то же.

— Шесть, — согласился Мнимий, — спору нет. Но вам пришлось однажды что-то менять в первом расположении. Это как надо понимать? {452}

— Это как бы два круга Дразнилки; первый можно на​звать четным кругом, а второй — нечетным, потому что в первом случае одна шашка постоянно обходит две шашки, как и полагается в Дразнилке, а во втором сначала обходят одну шашку, и порядок меняется. Перейти от одного круга к другому, не вынимая одной шашки из коробочки, нельзя. При перестановках каждый раз первая шашка попадает в ко​нец направо.

— Все верно,— подтвердил Мнимий.— Итак, два кру​га, причем один в другой непосредственно не переходят...

— Да, и если отразить какую-нибудь перестановку первого (четного) круга в зеркале, то выйдет перестановка второго круга (нечетного).

— Хорошо, — подхватил Мнимий, — это важное замечание. Мы можем отметить, что названные вами два круга Дразнил​ки-Малого зеркально симметричны.

— Похоже, что так,— неуверенно произнес Илюша.

— Мы встретились с явлением, которое называют сим​метрией. Вы ведь знаете, что такое преобразование? — спросил Мнимий.

— Да, конечно,— отвечал Илюша,— например, подобие. По​том еще умножение на комплексный вектор, как мы уже в прошлой схолии рассматривали, подобие и поворот... А еще у нас дома есть подставка для чайника. Она раздвижная — может быть квадратом, а потянешь за уголки, получается ромб. Папа говорит, что это преобразование...

— А по-твоему, это что? — спросил Радикс. — Из квадра​та — ромб, и обратно. Чем не преобразование? Такие преобра​зования называются аффинными. Если бы на квадрате был нарисован круг, что бы ты из него получил при аффинном преобразовании?

— Может быть, эллипс? — неуверенно ответил Илюша.

— А почему бы и нет?

— Я — «за»! — отвечал храбрый Илья.

— Присоединяюсь, — заключил Радикс.

— Так вот, — снова начал Мнимий, — чтобы ответить на вопрос, что такое симметрия, необходимо и ее тоже рассма​тривать как некоторое преобразование. У нас, например, есть равнобедренный треугольник; пусть его основание не равно одной из его сторон, значит, он симметричен относительно своей высоты; при повороте на 180° вокруг высоты он совме​стится сам с собой. Разумеется, мы не принимаем в расчет, какой стороной он к нам повернут. Равносторонний треуголь​ник симметричен не только относительно высоты, но относи​тельно каждой из своих высот (они же медианы и биссектрисы). Аналогично мы рассуждаем и о телах... {453}

— Бабочка симметрична!

— Ну конечно! Это уже касается тела в пространстве. Одним cловом, явление симметрии — вещь понятная. Здесь преобразование — во всех наших случаях — сводится к пово​роту, но самым «процессом поворота» мы не интересуемся (этим делом механика занимается), а смотрим только на то, что из этого поворота получилось. Кроме поворота, еще воз​можно зеркальное отображение — симметрия относительно плоскости (с настоящим зеркалом) либо относительно прямой (как для сопряженных комплексных векторов) и параллель​ный перенос в плоскости или вместе со всей плоскостью. Это все геометрическая симметрия. Но возможна еще и симметрия в алгебраическом смысле, симметрия многочленов. Вот как раз в этом-то случае к нам и приходит на помощь понятие перестановки, с помощью которой мы можем уяснить и записать алгебраическую симметрию. Хотя, конеч​но, на первый взгляд перестановки непосредственно симме​трией и не обладают, но, например, мы обнаружили, что все шесть перестановок из трех элементов разделяются на две части (по три), связанные между собой зеркальной симмет​рией. Если мы теперь возьмем формулы Виеты, известные нам по квадратному уравнению, но которые легко написать и для кубического уравнения, начиная с того, что свободный член всегда равен произведению всех корней, то...

—Значит,— перебил мальчик,— мы получим для урав​нения:

х3 + ах2 + bx + с = 0,

если начать с такой записи уравнения:

(x—x1) (х—х2) (х—х3) = 0,

такие выражения для его коэффициентов через его корни:

— с = х1х2x3
b = x1x2 + x1x3 + x2x3
— а = х1 + x2 + x3.
Знаки меняются.

— Так-с... Так вот, именно эти выражения Виеты обла​дают очень важным свойством: они не меняются, если переставлять в них корни. Проверьте!

— Насчет а и с, конечно, верно, потому что это сумма и произведение. А как быть с b? Если поменять местами икс-первый и икс-третий?.. Верно! То же самое получается.

— Поэтому математики называют эти функции корней {454} из формул Виеты симметрическими функциями. Для алгебраических уравнений любых степеней они строятся по одному и тому же правилу, которое вы уже указали. А у куби​ческого уравнения есть еще одно общее свойство с Дразнилкой-Малым. Когда мы разбирали пример Рафаэля Бомбелли, вы ведь заметили, что кубические корни, им полученные, суть сопряженные комплексные числа, то есть величины неравные, хотя и геометрически зеркально симметричные. Свойство это заключается в том, что существует такая функция корней кубического уравнения, которая при всех перестановках может принять только два значения — это и будут подкоренные вели​чины кубических корней в Кардановой формуле.

— Вроде, как два круга разной четности у Дразнилки-Малого? — осторожно спросил Илюша.

— Похоже, но не больше... Эта функция, найденная Лагранжем, такова:

(x1 + (x2+ (2x3)3.

Она может принимать только два значения, поэтому появляет​ся возможность приравнять их двум корням квадратного урав​нения, что и позволяет нам построить Карданову формулу, то есть найти решение кубического уравнения. Вот как примерно через два века была выяснена сущность Кардановой формулы. Вслед за этим Лагранж рассмотрел и решение уравнения чет​вертой степени, которое приводится не к квадратному урав​нению, а к кубическому, однако теперь это уже не страшно!

— А уж с четвертой степенью, наверно, ужасно труд​но... — заметил Илюша.

— Да, не так просто! Но Лагранж и для этого уравнения нашел решение. Он вообще старался найти самый смысл ре​шения, так сказать, ключ к этой удивительной загадке. И ему многое удалось. Он даже предполагал, что именно в пе​рестановках весь секрет этих сложнейших дел и прячется. А потом оказалось, что это верно! Но все-таки даже и этой тонкой догадки еще было мало. Ученые бились над уравне​нием пятой степени, и Лагранжу с этой загадочной пятой сте​пенью тоже ничего не удалось сделать. Он даже с горя начал поговаривать, что вообще с математикой дела плохи... Так что вы можете убедиться, что не только в средней школе с мате​матикой огорчения случаются!

— Удивительные все-таки перестановки! Такие, мне каза​лось, простые...

— Сами математики долгое время не знали, какие в них таятся удивительные секреты, — отвечал Радикс, — и до чего полезные секреты! Физики, которые ныне занимаются строе-{455}нием атома, перестановкам уделяют много внимания. Алгебра теперь занимается главным образом математическими опера​циями и их соотношениями. Когда-то араб ал-Хорезми поруги​вал греческие геометрические «премудрости», расхваливая свою алгебру, которая помогает решать житейские арифметические задачи, а в разные отвлеченности, не интересные для торговой практики, не лезет. И оказалось в дальнейшем, что он жестоко ошибся! Как раз в алгебре-то и зародились самые отвлечен​ные разделы нашей науки. Благодаря этому развитию мате​матика помогла физике осилить задачи, которые раньше ка​зались совершенно недоступными.

— А как же все-таки получилось с уравнением пятой сте​пени?

— Сейчас я разъясню,— отвечал Мнимий.— Я снова прошу внимания! Здесь есть один важный и трудный пункт... Тут вот в чем дело: Лагранж, человек редкой наблюдательности и проницательности, когда стал изучать симметрические функ​ции, довольно скоро заметил, что знать только одни сим​метрические функции еще не достаточно для того, чтобы решить кубическое уравнение. И что в формуле Кардана не​заметно запрятан еще какой-то важный секрет, без которого смысл ее все-таки еще остается темен. В чем же тут дело? Самый трудный пункт здесь в том, что самые симметрические функции не позволяют еще отличить один корень от другого, и надо найти еще одну несимметрическую функцию корней, которая, в случае квадратного уравнения, принимает всегда одно-единственное значение (а для кубического уравне​ния — ровно два и не больше). Приглядитесь сами к решению квадратного уравнения. Там мы получаем две функции сим​метрические:

x1 + x2 = —p; x1x2 = q.

Но что с ними делать? Ведь чтобы разделить эти два корня, надо опять решать то же самое уравнение? Выходит, что мы мучались-мучались, а все равно не сдвинулись с места! Так вот, в том-то и заключается вся сила, что возможно найти еще одну функцию корней, которая уже не будет симметрич​ной и — а это-то и есть основное! — принимает одно и только одно значение. Это и будет функция (х1 — х2), о которой мы уже говорили. А зная сумму и разность наших корней, мы их немедленно находим, и при этом из уравнения первой сте​пени, но не второй! Теперь — готово! Степень уравнения мы понизили, все в порядке. Совершенно так же для кубического уравнения мы ищем несимметрическую (знакопеременную) функцию, принимающую только два значения. Для уравне​ния четвертой степени это будет несимметрическая функция {456} с тремя значениями. Но дальше уже стоит незыблемая точ​ка. Дальше этого в уравнениях с радикалами двинуться невоз​можно. Подробности вы когда-нибудь узнаете из учебника высшей алгебры, а ваш милый друг Дразнилка-Малый будет вам помогать изо всех своих крохотных силенок! Не думайте, что вы случайно, на первых же шагах, с ним встретились здесь у нас — в серьезном волшебном царстве для любознательных ребят!

Вы ведь поняли, наверно, что перестановки корней — когда их всего три или четыре — обладают тем полезнейшим свойством, что с их помощью можно отыскать такую функцию корней, для которой число значений меньше числа корней данного уравнения. У кубического уравнения три корня и можно составить шесть перестановок, но можно найти такую функцию корней, которая имеет только два зна​чения, как мы уже говорили. Уравнения четвертой степени имеет четыре корня, их можно переставлять двадцатью че​тырьмя способами. Есть функция, имеющая только шесть значений, но с ними можно справиться, опираясь на помощь кубического уравнения.

— То есть вроде как мы делаем в наших биквадратных уравнениях?..

— Именно в этом роде. Но вот далее нас и подстерегает разочарование. В 1799 году итальянский врач и математик Руффини, занимаясь систематическим изучением переста​новок, нашел и доказал теорему, что от пяти элементов (у которых будет сто двадцать перестановок) не существует таких функций, которые имели бы четыре или три значения. А если так...

— Значит, степень уравнения нельзя понизить?.. — вос​кликнул Илюша.

— Выходит, — ответил Мнимий, — что дальше уж нельзя. С уравнением пятой степени было не просто полторы тысячи неудач, а нечто более серьезное: оказалось, что в этом роде задача не только не имеет решения, но и иметь не может. В работе Руффини еще не все было очень гладко, а через сравнительно короткий срок гениальный молодой математик норвежец Абель дал безупречное доказательство положе​ниям Руффини. Затем Абель нашел еще новые подробности насчет алгебраических уравнений. Коротко это можно так изложить: если уравнение таково, что между его корнями су​ществуют некоторые сравнительно несложные отношения, его можно решить в радикалах. Но, к сожалению, для уравнений выше четвертой степени такие свойства имеют многие отдель​ные виды уравнений, но отнюдь не все. Вскоре этой задачей занялся гениальный юный француз Эварист Галуа, погибший {457} на поединке с наемным убийцей, подосланным подлой поли​цией тогдашнего реакционного французского правительства. В ночь перед трагической гибелью юный математик набросал свою работу. А она увидела свет только через четырнадцать лет после того, как ранняя могила поглотила этого замечатель​ного юношу. Ему было всего двадцать лет...

— А его работа была очень сложная?

— Даже весьма сложная! — отозвался Мнимий. — Многие вопросы и решения снова оказались связанными с той же са​мой симметрией, но в еще более хитроумном виде по сравне​нию с тем, о чем мы уже говорили. Введены были и некото​рые новые крайне важные общие понятия, сыгравшие свою роль не только в алгебре, но обогатившие и другие разделы нашей науки. Самый процесс постепенного упрощения урав​нений был изучен во всей сложности. Для целого ряда, ка​залось бы, неодолимых препятствий были придуманы обход​ные хитрые пути, а затем и они сами подверглись исследова​нию, изучению, так что весь этот раздел математики сам пре​вратился в исследование того, как именно строятся методы решения задач и на чем они в сущности своей основаны. Ме​тоды Галуа дали результаты удивительные и неожиданные: если мы сейчас не только убедились на опыте, но и знаем, что с помощью линейки и циркуля невозможно решить кубиче​ское уравнение, то доказано это было в точности только после Галуа. Уравнения любой степени, у которых все коэф​фициенты при неизвестном в любой степени вплоть до нулевой (то есть, значит, до свободного члена) равны единице — а это и есть общее уравнение деления круга (с одним из них мы познакомились в предыдущей схолии), — всегда решаются, потому что они могут быть сведены к целой цепи уравнений низших степеней. Это опять же до конца разъясняется тем же Галуа. Однако я могу привести только отдельные примеры, хотя и они очень убедительны. В этом направлении наука сделала гигантские шаги. И чем дальше ученый забирается в глубь строения своих методов, тем меньше ему служит то, что можно сразу охватить наглядно. Поэтому вопросы рас​суждения, то есть логики, получают все большее и большее значение. Ну вот! Это приблизительно все, что мы способны вам рассказать из этой удивительной, но крайне трудной и весьма отвлеченной области, науки1.

— Да, все-таки очень сложные формулы!— вздохнул Илюша. {458}

— Да ими и не пользуются, — отвечал Мнимий, — имеют​ся гораздо более доступные средства в дифференциальном ис​числении.

— Ну-с, молодой человек, — выговорил степенно Радикс,— голова на месте?

— Кажется, на месте, — отвечал Илюша. — Трудно ужас​но, так длинно!..

— Не так еще ужасно! — отвечал преспокойно Радикс.— А ты, кстати, видел, какую траекторию в пространстве описал тот советский спутник, который умудрился снять фотографию Луны с той ее стороны, которую с Земли не видно? Как ты полагаешь, очень легко было ее вычислить?.. Ну, а громад​ные турбины на гидростанциях, их рассчитать просто? А ско​ростные и высотные самолеты? А счетные электронные ма​шины? Ведь это все необходимые и неизбежные устройства в нашем веке! А расчеты, касающиеся атома и всего его стро​ения, так это еще во много-много раз труднее. Но люди, твои современники, одолевают! Да еще каждый день и каждый час идут вперед... Так что хочешь не хочешь, а поспевать всюду надо!

— Конечно,— покорно пробормотал Илья,— я ведь не спорю...

—Тогда чем же ты недоволен?

— Мне ужасно обидно, что я все-таки самого главного не понимаю! Не понимаю, и все!

— Ишь какой сердитый! — заметил Радикс. — Из-за чего ты так раскипятился?

Илюша даже раскраснелся от волнения.

— Не могу поверить, чтобы эти Мнимии были просто от​крытием. По-моему, они в то же время еще и чье-то изобре​тение...

— Видишь ли, — отвечал ему Радикс,— всякое открытие если и не изобретение, то путь к нему. Открытие явления электрической индукции кончилось сооружением динамо-ма​шины, то есть изобретением. Оно было основано на использо​вании открытия об индукции. Здесь, в вопросе насчет Мни​мия, дело обстоит несколько сложнее, а в общем, довольно похоже. Человек, изучая алгебраические уравнения, натолк​нулся на эти «странные» комплексные числа. Оказалось, что анализировать некоторые очень важные вопросы алгебры без них невозможно — это было открытие! Но в дальнейшем, когда ученые постепенно примирились с этими «странностя​ми», оказалось, что эти замечательные орудия научного прогресса крайне важны и для техники (в электротехнике, в самолетостроении, например), и тогда комплексное число стало привычным. Догадка — великое дело в науке! Но ведь {459} догадку надо обосновать, чтобы знать, где она пригодится, а где нет. И когда начинается обоснование догадки, начинается и самое построение этого образа или понятия, тогда это логическое построение понятия в известном смысле можно назвать изобретением, например, математические обозначе​ния. Понятие интеграла, о котором мы уже говорили, было найдено, то есть открыто, примерно в одно и то же время Ньютоном и Лейбницем. Но Лейбниц придумал такие удобные обозначения в этом новом разделе нашей науки, которые сразу всем очень помогли, и вот это было именно изобре​тением 1.

— Так вот-с... — промолвил Мнимий, — в заключение я должен буду еще сделать три важных замечания к нашей этой последней беседе. Первое заключается в том, что замеча​тельные труды ученых о решениях уравнений высших степе​ней привели к выводу, что многие трудные вопросы по части уравнений можно уподобить двум очень простым задачам: 1) извлечению квадратного корня и 2) извлечению корня ше​стой степени. Первая задача не поддается никакому упроще​нию, тогда как вторая может быть разбита на две ступени — извлечение кубического корня, а затем из результата — извле​чение квадратного. Так вот, общее решение уравнения пятой степени относится именно к первому классу задач. Второе — это то, что все подобного рода задачи очень тесно связаны {460} с перестановками. Наконец, третье заключается в том, что вся замечательная теория Галуа в дальнейшем разрослась в целую математическую дисциплину, имеющую ныне круп​нейшее значение. Хотя она и далека от непосредственной ин​женерной практики, но она дает математику в руки мощное орудие для решения вопроса о том, разрешима ли данная за​дача вообще (определенными средствами) или нет. Объектами математической мысли стали не самые числа, но операции над ними.

— Вот как, — сказал Илья, — пожалуй, я теперь больше спорить не буду. Кажется, теперь... ясно!

— Ну и прекрасно! — заключил Радикс. — Тогда давай в честь этого события споем и станцуем. Согласен?

— Еще бы! — обрадовался Илюша. Они встали рядом, Мнимий им хлопнул в ладоши, и вот они вдвоем пустились в пляс, припевая довольно громко:

Метод двух прямых углов —

Просто превосходный метод!

Прямо вам скажу, что этот

Метод двух прямых углов

Всё без чисел и без слов

Нам про куб расскажет этот.

Метод двух прямых углов —

Просто превосходный метод!
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Схолия Двадцатая,

замечательная тем, что представляет собой Схолию Заключи​тельную. А что же такое «схолия»? Откуда взялось это слово? Так вот, древнегреческое слово «схолэ» означало «досуг», то есть свободное время. А в свободное от работы время люди стали учиться и учить других. Отсюда и наше слово «школа» произошло! Кроме того, ты должен знать, что Бонавентура Кавальери, верный и высокоученый воспитанник Галилея, в своем сочинении «Геометрия, новым способом изложенная, помощью неделимых непрерывного», напечатанном в 1635 го​ду, изложив свои постулаты, предположения, следствия, тео​ремы, леммы, определения, приложения и объяснения, доказа​тельства и опыты, нередко присоединяет к ним также и схо​лии, которые являются разъяснениями к изложенному, подоб​но тому как схолии нашей книги являются разъяснениями удивительиого путешествия И. А. Камова, нашего многоува​жаемого героя. Что же касается содержания этой Схолии, то в ней излагается один серьезнейший разговор между близору​кой обезьяной и дальновидным вороном, которые толковали друг с другом на чистейшем арабском языке о том, что можно считать вероятным, то есть достойным веры. А вслед за этим Илюше наконец показывают то, чего он до сих пор никак не мог увидеть, на чем наш поучительный рассказ и кончается. {462}

— Ну-с,— сказал Радикс,— теперь тебе как будто ясно, что тут делает дружище Мним? Может быть, ты, кроме того, хочешь узнать, зачем он этим сейчас занимается? Ну, подо​жди еще немножко и все узнаешь. Идем-ка далее.

Они двинулись дальше, проходя одну за другой комнаты и залы, украшенные разными геометрическими узорами, необык​новенными телами и сложными аппаратами. Затем они про​шли через огромный длинный зал, где почти беззвучно работа​ли громадные машины такого сложного и хитрого устройства, что Радикс только рукой махнул, когда Илюша спросил его, что это такое. Так как Илюша и без того был набит по горло новой для него премудростью, он вздохнул и решил отложить знакомство со всякими этими хитростями на будущее. Но около одного тела вращения, которое вертелось на громадней​шей Центрифуге с бешеной быстротой, то вытягиваясь, то сно​ва сжимаясь, Илюша не мог удержаться и снова спросил Ра​дикса, что это такое.

— Это машина, которая в будущем будет изучать законы землетрясений. Покуда это еще опытная установка. Тут дело в том, что океанские приливы, как ты, может быть, уже слы​шал, вызываются притяжением Луны. Когда-то Кеплер так и сказал: «Не будь на свете земного тяготения, все океаны вы​лились бы на Луну!» Так вот, видишь ли, земная кора как бы плавает в магме. Кора эта по отношению ко всей массе Земли представляет собой тоненькую корочку. И она также испытывает весьма серьезные натяжения в результате притя​жения Луны. Насколько грандиозны эти силы, можно соста​вить себе представление, приняв во внимание хотя бы то, что приливная волна океана у берегов Канады достигает пятна​дцати метров в вышину. Понятно ли тебе, какая зто должна быть сила, если она способна поднять всю необъятную громаду океанских вод на такую высоту? Так вот, существует гипотеза, что влияние этих гигантских сил испытывает и земная кора. Можно определить с помощью этой машины ту линию на зем​ном шаре, где это напряжение достигает максимальной силы. Оказывается, что эта линия очень близко проходит около того географического пояса, где как раз наблюдаются наиболее час​тые землетрясения. Напряжение в этом поясе настолько колос​сально, что земная кора его не выдерживает и частично взла​мывается им. Это явление и называется землетрясением.

Илюша с величайшим уважением посмотрел на странную машину, но не решился больше спрашивать, подавленный грандиозностью задач, которые решались в этом замке. И они пошли дальше.

Один громадный зал был погружен почти в темноту, а по его очень высокому куполу быстро бегали тонкие искорки, {463} описывая сложные петли, а за ними тянулись бледные следы. Радикс пояснил, что это тоже опытная установка по изучению размеров Вселенной.

Затем они попали еще в один зал. Высоко-высоко над на​шими путниками проплывали, бесшумно вращаясь, какие-то странные тела как будто шаровидной формы. Но вот их вра​щение начинало ускоряться, они как-то странно сплющива​лись, становясь похожими на эллипсоиды вращения то очень правильной, а то совсем неопределенной формы. Иной раз они превращались в какие-то невероятной величины груши. Эти грушевидные тела, вращаясь с бешеной быстротой, начинали вытягиваться, удлиняться — и вдруг разрывались на два от​дельных тела. Тогда то, которое было поменьше, начинало быстро летать около того, что осталось от груши, а остаток этот снова становился чем-то вроде эллипсоида вращения.

Вдруг Илюше почудилось, что вдалеке от него, где-то там, в самой глубине этого зала, мелькнул, а потом задрожал и замелькал какой-то свет. Илюша понял, что перед ним экран очень большого телевизора.

Вдруг экран вспыхнул, а кругом стемнело. Илюша уви​дел на экране небольшой письменный стол, на нем горела старинная керосиновая лампа с зеленым абажуром. Стол весь был завален папками, тетрадями, рукописями, книгами. Книг было так много, что некоторые лежали .прямо на полу. За сто​лом сидела небольшого роста женщина. По-видимому, она была ужасно занята. С воодушевлением писала она что-то, быстрое перо так и летало по бумаге. Потом вдруг она заду​малась, откинулась на спинку своего кресла и стала вниматель​но вглядываться в те странные фигуры, которые носились вы​соко по залу. Как только она это сделала, движение этих гро​мадных тел стало затихать. Она немного нахмурилась, словно желая еще более сосредоточиться; правая рука ее, держав​шая перо, сделала какой-то, вероятно, невольный жест, и все движение этих громад изменилось... Сперва одно неопределен​ной формы тело начало быстро носиться вокруг какой-то едва заметной точки, а затем все это словно утонуло в сумраке, и откуда-то выплыла огромная тень планеты Сатурн. Колос​сальная планета медленно вращалась, покачиваясь то в ту, то в другую сторону, а ее необъятные кольца, обращаясь к Илю​ше то так, то иначе, казались то совсем круглыми, то пре​вращались почти в линию, становясь к зрителю ребром. Сквозь тонкий туман, из которого состояли кольца, еле заметно мер​цала далекая звездочка. Теперь Илья хорошо, видел, что все эти громадные тела находились в полном подчинении у этой маленькой женщины с пером в руках и стоит ей только поду​мать о них по-иному, они в тот же миг начинают носиться по {464} этому громадному залу совсем по-другому. Получалось так, что этот зал был как бы лабораторией, в которой мощные матема​тические образы проделывали в точности все, что им прика​зывало тонкое и проницательное воображение этой маленькой и такой привлекательной женщины. Илюша совсем замер и робко глядел то на нее, то на эти громады, носившиеся высоко над его головой.

— Кто это там, за столом, на экране? — спросил он шепо​том у Радикса.

И тот ответил ему так же тихо:

— Это замечательная русская ученая Софья Василь​евна Ковалевская, одна из первых женщин-математи​ков нового времени. Та самая, которую в Стокгольме в уни​верситетских кругах звали «профессор Sonya»... Ее работы привлекли в свое время (это было в конце девятнадцатого века) внимание всего ученого мира. Когда-нибудь и ты позна​комишься поближе с ее изумительными трудами. А теперь я только могу добавить тебе, что она была не только ученой, но еще и недюжинной писательницей, и я бы посоветовал тебе прочесть ее «Воспоминания детства», написанные прекрасным русским языком.

Экран потух. Илюша обернулся к Радиксу, но в это время высоко, там, среди этих странных грушевидных самовращаю​щихся тел, мелькнули тени. Седой как лунь человек с ясным и задумчивым взором подозвал к себе движением руки дру​гого — тот был совсем молодой человек со свежим румянцем на щеках. Он почтительно подошел к старцу. А тот важным и строгим жестом показал ему на эти странной формы тела. Мо​лодой человек почтительно поклонился и стал внимательно смотреть на их движение. Затем тень старца исчезла, а на щеках молодого человека легли морщины зрелого возраста и седина мелькнула в волосах. Илюша видел, что он управляет движением этих тел.

— Это, — прошептал на ухо Илюше его спутник, — вели​кий русский ученый Пафнутий Львович Чебышев, а с ним его ученик Александр Михайлович Ляпу​нов, который работал семнадцать лет и решил вопрос о том, какие формы могут принимать небесные тела, то есть какие из этих форм устойчивы, а какие нет. Вот теперь, быть может, тебе станет яснее, что хотел сказать Ломоносов, когда писал о «собственных Платонах и быстрых разумом Невто​нах», не правда ли?

Вслед за этим они попали еще в один громадный зал, где грандиозное количество светящихся искр медленно перелетало от одной стены к другой. Они вылетали тончайшей струей из одной ярко светящейся точки, рассыпались в воздухе и, опи-{465}сывая параболы, падали на противоположную стену. Они гас​ли на той стене, на которую падали, не сразу, благодаря чему на стене из них получался красиво светящийся эллипс.

— Этот светящийся эллипс имеет некоторое отношение к числам в треугольнике Паскаля и к биному Ньютона, с ко​торым ты скоро ознакомишься в школе. Есть такая особая отрасль математики, которая занимается явлениями, носящими название случайных.

— Случайных? — с удивлением сказал Илюша. — А что может в математике делать случайность?

— С какой-нибудь отдельной случайностью, разумеется, нам в математике делать нечего, но когда мы имеем дело с массовым явлением, целым комплексом случайных явлений, тогда уже совсем другое дело. Самый простой пример такой массы явлений — это ошибки измерения. Измерить какую-ни​будь величину для астронома дело не простое, измерения про​изводятся помногу раз и разными лицами. Ученые принимают все доступные меры, чтобы в их измерениях не было посто​янной ошибки, которая вызывается какой-либо определенной причиной, но со случайными ошибками управиться труд​нее. Однако и рассуждение и опыт говорят нам, что если для ошибок у нас нет никаких постоянно действующих в одном и том же направлении причин, то они будут беспорядочно изме​нять наши наблюдения то в одну сторону (скажем, в сторону «плюс»), то в другую (пусть это будет «минус»), и нет осно​ваний для того, чтобы отклонения в одну сторону были систе​матически больше или встречались чаще, чем отклонения в другую. А если все это так, то разумно допустить, что наибо​лее близкая, по всей вероятности, к истинной искомая величи​на, которую мы измеряем, будет нами найдена в предположе​нии, что наши случайные погрешности взаимно погашают друг друга. Если перевести все это рассуждение на математиче​ский язык, то мы получим в ответ от наших друзей, босконеч​но малых, что при таких обстоятельствах и некоторых неслож​ных допущениях искомая истинная величина совпадает со средней арифметической из целой массы наблюдений. Этот пример, конечно, не более как пример; было бы очень странно, если бы, опираясь на это, мы измерили рост каждого бойца в целом пехотном полку и затем вздумали утверждать, что это неверно, будто в этом полку есть и высокие и низкие солдаты, нет, дескать, там все одного роста, точь-в-точь такого, как наша вычисленная средняя! Нет, мы говорим в таком слу​чае, что средняя есть просто некоторая сводная характе​ристика этого коллектива, и не более того. Впрочем, мы нередко можем охарактеризовать наш коллектив и гораздо бо​лее подробно, то есть указать (а иной раз даже и предска​-{466}зать), насколько в общем будут отклоняться наши данные от средней или даже сколько и каких отклонений от средней там будет наблюдаться. Итак, если я имею дело с массовым явле​нием, я имею возможность вычислить результаты некоторых случайных явлений. Допустим, ты подбрасываешь монету. У нее две стороны. Та, на которой отчеканен герб, обычно на​зывают «орлом», а другую сторону — «решкой». Какова ве​роятность того, что монета упадет гербом вверх?

— Может быть и то и другое,— отвечал Илюша.— На ребро монета стать не может.

— Правильно. Вот математик и говорит, что поскольку это так, то вероятность выпадения «орла» или «решки» равно​сильна полной достоверности, то есть ничего другого выпасть не может. А что именно выпадет в данный момент, сказать трудно. Если бросать много раз, то они, в общем, должны вы​пасть в одинаковом количестве. Известный французский есте​ствоиспытатель Бюффон в свое время проделал такой опыт: он бросил монету четыре тысячи сорок раз. «Орел» выпал две тысячи сорок восемь раз, а «решка» — тысяча девятьсот девя​носто два раза. Полной точности в равенстве этих чисел, ко​нечно, нельзя ожидать, ибо на белом свете не бывает математи​чески точных монет, но в процентном отношении получилось довольно хорошо: пятьдесят и семь десятых процента и сорок девять и три десятых процента. Если принять полную досто​верность за единицу, вероятность выпадения «орла» равна, половине, «решки» — тоже половине. Понятно?

— Понятно.

— Представь себе теперь, что ты бросаешь две монетки. Какова вероятность того, что у тебя выпадут два «орла»? Попробуем усложнить нашу задачу.

— Половина, — отвечал Илюша. — Не все ли равно, сколь​ко монеток?

— Вот то-то, что не все равно! — отвечал, усмехнувшись, Радикс. — Давай-ка сосчитаем. У тебя две монетки — первая и вторая. Какие могут быть случаи? Во-первых, обе монетки выпадут «орлами», во-вторых — обе «решками», в-третьих — первая «орлом», а вторая «решкой»...

— Ах да! — воскликнул Илюша.

— В-четвертых — первая «решкой», вторая «орлом». Зна​чит, всего может быть четыре комбинации, совершенно равно​правные, а отсюда мы заключаем, что вероятность выпадения двух «орлов» при бросании двух монеток равна не половине, а только четверти. А зато вероятность выпадения и «орла» и «решки» сразу равна половине, ибо ты не нумеруешь монетки, а подсчитываешь просто общий результат. Чем больше брать монеток, тем расчеты эти делаются все сложнее и сложнее. {467} Если возьмем три монетки, то будут такие комбинации (я буду отмечать «орла» буквой «О», а «решку» буквой «Р»):
1) ООО;
5) ОРР;

2) ООР;
6) РОР;

3) ОРО;
7) РРО;

4) РОО;
8) РРР.

Всего восемь комбинаций. Теперь вероятность выпадения трех «орлов» равна одной восьмой, двух «орлов» — трем восьмым, одного «орла» — тоже трем восьмым. Вероятность того, что ни одного «орла» не будет, равна снова одной восьмой. Числители этих дробей будут: 1—3—3—1, а знаменатель равен их сумме. Одна восьмая — это половина в третьей степени, а числители эти равны коэффициентам при разложении куба суммы. Вот почему эти числа имеют отношение к треугольнику Паскаля. Эти соотношения заметил и указал еще Тарталья, которой жил лет за сто до Паскаля.

— Это все ужасно интересно!

— Подобные задачи возникают во многих науках, в част​ности, и в физике, когда дело касается, например, движения молекул газа. И этим способом разрешают важные и очень сложные проблемы самого разнообразного характера, начиная от контроля при производстве электролампочек или разведения новых пород злаков и кончая самыми трудными проблемами атомной физики. Понятно?

— Как будто я немного понял. Я слышал, как говорят, что «по теории вероятностей» должно случиться то или иное, но я думал, что это шутка.

— Когда шутка, а когда и нет...

— А что такое рассеяние отдельных случаев вокруг сред​ней? Я слышал, но не понимаю — оно не всегда одинаковое?

— Нет, — отвечал Радикс, — конечно, не всегда. Очень легко найти пример двух совокупностей, или распределений, случайных явлений, у которых средняя будет одна и та же, а, колебания случайностей вокруг нее будут разными. Пред​ставь себе, что на одной географической широте лежат две области, средняя годовая температура которых совпадает. Од​нако первая область представляет собой остров на море, а дру​гая — часть пустыни среди громадного материка. Ясно, что климат второй области будет резко континентальным, то есть будет характеризоваться резкими колебаниями от жары к мо​розу, тогда как температура на острове будет сравнительно ровной.

— Ясно, — сказал Илюша. — Мне только не совсем понят-{468}но, почему температура относится к разряду случайных явле​ний. Разве можно температуру считать случайностью?

— Я не говорил, что температура есть явление случайного характера. Однако теория вероятностей занимается не только явлениями в точности случайного порядка, как, например, дви​жение молекул раскаленного газа, диффузия и тому подобное; в ее ведении находятся и многие другие явления, где существо той или иной закономерности проявляется не с такой точно​стью, которую мы наблюдаем в соотношениях абсциссы и ор​динаты параболы, например, а с некоторыми колебаниями, или рассеянием.

— Значит, — сказал Илюша, — рассеяние может наблю​даться не только вокруг средней, но и вокруг некоторой кривой?

— Разумеется. Вот тебе простой пример. Урожай зависит от осадков. Если осадков будет мало, то есть будет засуха, то хлеба засохнут и урожай будет плохой. Но если осадков будет слишком много, то хлеба начнут гнить на корню и урожай тоже будет неважный. Следовательно, урожай поднимается от нуля вместе с осадками, увеличивается, доходит до максимума, когда осадков выпадает столько, сколько нужно, а затем, если осадков выпадает еще больше, то урожай уже начинает падать. Эту зависимость урожая от осадков нельзя в точности выра​зить какой-либо кривой (прежде всего потому, что ведь уро​жай зависит не только от осадков, а еще от целого ряда при​чин), но приблизительно можно изобразить или выразить хотя бы, например, той же параболой. Для такого примерного вы​ражения (или апроксимации) есть свои способы. Особое свой​ство таких связей или зависимостей заключается в том, что вокруг некоторой основной тенденции наблюдаются более или менее интенсивные колебания, в силу чего такие зависимости (корреляционные, как у нас говорится) точно выражены быть не могут и справедливы лишь в общем, в среднем. Только эта «средняя» в данном случае не постоянная, а переменная. Вот как... А кстати, знаешь ли ты конец знаменитой истории на​счет мартышки и очков?

— Эту басню Крылова? — сказал Илюша. — Ну конечно, знаю!

— Нет, — отвечал Радикс,— басня— это еще не конец. Ко​нец находится в одной арабской сказке. Говорят, что это не​верно, будто бы Шехерезада кончила рассказывать свои сказки в тысяча первую ночь. На самом деле, как я слышал, она еще и потом рассказывала свои замечательные истории. И вот по​слушай, что она рассказала в тысяча вторую ночь. «Дошло до меня, о счастливый царь, — сказала Шехерезада,— что некогда один старый Павиан пришел к Ворону, поклонился ему и ска-{469}зал: «Да продлит аллах твои дни, о Ворон! Я при​шел к тебе, потому что имею великую нужду». Ворон отвечал: «Я из по​роды птиц, имя мое Во​рон. Я [image: image32.wmf];
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мудрец, писец, чтец и предсказатель, я листаю книгу прошедшего и будущего, я знаю иско​мое и вижу взыскующего, я толкую сны, открываю клады и черчу гороскопы, я владею тайной и обладаю доказательством. А живу я один век и одно столе​тие. Что ты хочешь от меня, серая собака?» Па​виан отвечал: «Моя гос​пожа прислала меня к тебе. Ты писец проницательный! Я целую прах у ног твоих и говорю тебе: напиши письмо!» Ворон отвечал: «Уплати мне три дирхема!» А когда деньги были уплачены, Ворон вос​кликнул: «Слушаю и повинуюсь! Кому и о чем должен я писать?» — «О Ворон, — отвечал Павиан, — моя госпожа вдова, она из породы обезьян, и имя ее Мартышка. Дряхлость при​шла к ней, и она в старости слаба глазами стала...» — «Эту басню я уже слышал. Продолжай!» — «Увы мне!— отвечал Павиан. — Увы, покровитель бедных, если ты знаешь эту бас​ню, то мне нет нужды повторять ее. Но слушай, что было дальше и что привело меня к тебе. Когда очки сынов Адама не помогли госпоже моей, то некий могучий Джинн посовето​вал ей поискать очки у себя в лесу, а госпожа моя сказала: «О Джинн, отец ужаса! У кого же в лесу могут быть очки?» И тогда страшный Джинн высунул язык из правого глаза и громко захлопал ушами, которые росли у него на месте носа, поднял свое левое копыто, посреди которого сиял адским пла​менем его глаз, и прошипел: «Слушай и внимай, о мать обезь​ян! В лесу очки есть у очковой змеи!»

Ворон сказал: «Хвала аллаху! Он знает, зачем дал обезьяне скорлупу дохлого жука вместо головы, чтобы она вызывала без​образных духов и слушала их речи, которых не станет слу​шать даже безумец. Знаешь ли ты, косматая собака, сын соба​ки и отец тысячи лысых собак, что такое очковая змея?» Павиан весь затрясся от страха и прошептал: «Аллах велик! Я ничего не знаю. Я только припоминаю, как учила меня {470} мать моя, что я погибну в ту минуту, когда узнаю это!» Ворон ответил: «Узнай же, что это неприступный владыка, мрачный визирь вечной тьмы, которую он носит в зубе. Узнай еще, что когда ему приспеет время служить тьме и он ответит ей: «С любовью и охотой», то он надевает клобук ярости, и на нем-то он носит свои страшные очки, которые есть знак раз​рушения. Если ты увидишь их, то не успеешь сосчитать, сколь​ко у тебя пальцев на руке, как уже коршуны будут слетаться на твою падаль!» Павиан вытер слезы и сказал: «О покрови​тель павианов! Ты мудрец и чтец будущего! Госпожа моя про​ливает слезы и не принимает пищи. Она, как я сказал тебе, слаба глазами стала и недавно чуть не съела мою старую туфлю, приняв ее сослепу за банан. И шакал шел за ней по пятам и поносил ее по всему базару, ибо она дернула его за хвост, потому что ей показалось, что это гроздь винограда. Что делать, покровитель бедных? Госпожа моя плачет и не знает сна. А я сплю с испуганным сердцем, и дни мои гибнут в пучине размышлений. Кланяюсь тебе и лобзаю прах у ног твоих. Напиши раболепное письмо отцу мрака!»

«Аллах велик! — отвечал ему Ворон. — Я живу в чистом воздухе и ночую на вершине пальмы, а отец мрака не охот​ник подниматься высоко. Давай писать!» И Ворон сочинил раболепное письмо тому, кто носит разлуку с солнцем в своем зубе, а Павиан стоял и дрожал от ужаса. А потом Ворон сочи​нил еще письмо соседке Мартышки и еще одно письмо соседке тетки Мартышки, а всего он сочинил три письма и надписал три конверта. И когда Павиан пришел к своей госпоже, та обрадовалась, понюхала письма и сказала своему слуге Павиа​ну: «Заклей их в конверты и опусти в почтовый ящик!» Па​виан отвечал: «Слушаю и повинуюсь!» Но прошли дни и неде​ли, а ответа не было. И снова пошел Павиан к Ворону, тот опять написал подобострастное письмо очковой змее и еще три письма, а всего он написал четыре письма. И с ними Мартыш​ка приказала поступить так же. И снова прошли дни, а ответа не было. И еще раз пошел Павиан к Ворону, они сочинили еще одно письмо хмурому султану тьмы, который носит клобук нежданного ужаса, и еще четыре письма, а всего они напи​сали пять писем. И снова не было ответа. И тогда Мартышка отправилась за советом к Джиннии, чье безобразие славилось на весь подземный мир и от чьего вида тошнило даже гиену. Джинния стала колдовать и палить жабью печень, поджелу​дочную железу утконоса и евстахиеву трубу пиявки, умершей от огорчения в разлуке со своим пиявом. И когда Джинния начадила так, что сама стала чихать и кашлять, то возопила: «Горе тебе, о мать бедных! Горе тебе, дитя опрометчивости! Ты отдала свои письма и конверты слепому, пустомеле и дур-{471}ному чтецу. По тому, как шипит на ведьминой жаровне под​желудочная железа и как дымит печень, я вижу ясно, что этот сын невежества и враг письменных знаков перепутал кон​верты! И теперь я вижу, что эта путаница и есть причина всех твоих несчастий!»... Вот что рассказывала Шехерезада. Скажи, пожалуйста, как ты думаешь, возможно ли, чтобы ни​кто из адресатов не получил ни одного письма, если они засунуты в конверты наугад?

— А что дальше было в этой сказке? — спросил Илюша.

— Дальше начинается еще сказка, так как Джинния по​ясняет Мартышке свою мысль новой сказкой, где каждое из действующих лиц, в свою очередь, опять рассказывает по сказ​ке, и так далее, как и полагается у Шехерезады. А что ты ска​жешь насчет вероятности того, что ни одна душа не по​лучит своих писем?

— Хм... — сказал Илюша. — Я что-то не пойму, как и взяться за эту задачу! Есть три письма и три конверта, значит надо прикинуть, какие могут быть тут комбинации, то есть как вообще можно вложить письма в конверты.

— Правильно.

— Вот я попробую так, — решил Илюша, — сперва отмечу письма тремя буквами (большими), а потом буду переставлять конверты (я их отмечу маленькими буквами).

— Попробуй.

Илюша составил такую табличку:
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Слева он поставил номера возможных комбинаций конвер​тов, а справа — сколько адресатов при данной комбинации кон​вертов получат свои письма.

— Значит, так, — сказал Илюша, — есть три письма А, Б и В и три конверта а, б и в. Если конверты расположатся при засовывании в них писем наугад так, как это у меня записа​но под номером первым, то все трое получат свои письма, так как каждая малая буква в этом случае соответствует большой. Во втором случае только адресат А получит свое письмо, а Б и В не получат, ибо письмо Б засунуто в конверт для В, и наоборот. В четвертом и пятом случаях никто ничего не полу​чит: все конверты перепутаны. Какова же вероятность того, что никто не получит? Всех возможностей шесть, а никто {472} ничего не получает в двух случаях. Значит, вероятность равна двум шестым, или одной третьей. Верно?

— Правильно! Одна треть. Вот мы и нашли ответ на обезьянью задачку. Вопрос этот сейчас исчерпан полностью. А теперь давай попробуем поговорить на ту же самую тему, только немножко поглубже копнем, куда обезьяна докопаться не сумела бы. Так вот, как ты думаешь: что же станется с этой вероятностью, если число писем, а стало быть и конвертов, начнет возрастать?

Илюша ответил не сразу. Подумав, он сказал так:

— Мне кажется, что она должна увеличиваться.

— Почему?

— Потому что может быть только один случай, когда все письма попадут по адресу, и, значит, вероятность того, что все получат свои письма, будет падать по мере увеличения коли​чества писем, так как и число комбинаций будет расти.

— Это справедливо. Но я тебя спрашиваю не о вероятно​сти того случая, когда все адресаты получат свои письма, а о совершенно противоположном случае, когда никто не полу​чит своего письма, так как все конверты перепутаны, други​ми словами, когда в твоей табличке ни разу ни одна большая буква не совпадет с маленькой. Илюша не знал, что ответить.

— А если попробовать для четырех писем? — сказал он.

— Ну что ж! — отвечал Радикс. — Последуем примеру на​шей мартышки.

И Илюша составил табличку:
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— Ну, кажется, все! — с облегчением сказал Илюша, соста​вив эту длинную таблицу. — Значит, все получат свои письма тоже только в одном случае. Эта вероятность теперь падает от {473} одной шестой до одной двадцать четвертой. А никто не получит своего письма теперь в девяти случаях. Значит, вероят​ность этого равна девяти двадцать четвертым, или трем восьмым. А для трех писем получалась одна треть. Можно так написать:

1/3 и 3/8, или 8/24 и 9/24.

Значит, вероятность, того, что никто не получит своего письма, немного увеличилась. На одну двадцать четвертую.

— Это, конечно, очевидно. А как ты думаешь, что будет далее, если мы будем еще увеличивать число писем?

— Боюсь сказать, — отвечал Илюша. — Как будто вероят​ность должна понемножку расти?.. Нет, не знаю!

— Допустим, что она «понемножку» будет расти. А нельзя ли выяснить, как именно будет она расти?

Илюша не знал, что ответить.

— Я могу тебе чуточку подсказать. Если мы возьмем пять писем, то эта вероятность будет сорок четыре сто двадцатых, а если возьмем шесть писем, то она будет двести шестьдесят пять семьсот двадцатых.

— Длинные дроби какие-то. Ничего не поймешь!

— Не торопись, — отвечал Радикс. — Давай обратим внима​ние на то, сколько всего может быть комбинаций. Тут дело обстоит примерно так же, как с перестановками в Дразнилке. Помнишь?

— Помню! — обрадовался Илюша. — Для трех было шесть, для четырех — двадцать четыре, для пяти — сто двадцать...

— Для шести?

— Для шести — семьсот двадцать... Постой-ка! Ведь в тех дробях, которые ты мне только что назвал, знаменатели тоже точь-в-точь такие же?

— Вот то-то и дело! Ну-ка, поворачивай мозгами!

— Назови мне опять эти дроби, я их запишу.

1/3, 3/8, 44/120, 265/720.

— Приведу-ка я их к одному знаменателю, — решил Илюша.

240/720, 270/720, 264/720, 265/720.

Долго он смотрел на то, что получилось, и наконец Радикс объяснил ему: {474}

— Вероятность того, что никто не получит своего письма, то увеличивается, то уменьшается, а изменяется при этом все медленнее и медленнее. Обрати внимание на то, что первые дроби разнятся друг от друга на одну двадцать четвертую, следующие две — на одну сто двадцатую, следующие две — на одну семьсот двадцатую. А если взять еще одну дробь, то она уже от последней будет отличаться на дробь, равную еди​нице, деленной на 5040. Следующая разность будет равна единице, деленной на 40 320... Ты, может быть, помнишь это число?

— Помню, — довольно мрачно ответил Илюша, ибо это вос​поминание ему не очень-то нравилось.

— Таким образом, изменение вероятности будет идти все медленнее и медленнее. Скоро это и заметить будет невозмож​но. Ну, а какой же вывод из этого можно сделать, по-твоему?

Илюша думал, думал, но придумать ничего не мог. Ника​кого вывода у него не получалось.

— Вот как тут обстоит дело, — отвечал Радикс, — здесь мы имеем дело с процессом, который напоминает процесс нараста​ния суммы бесконечной убывающей геометрической прогрес​сии. Как там, так и тут слагаемые становятся все меньше и меньше. Как там, так и тут, если число случаев растет до бес​конечности, сумма этих слагаемых стремится к определен​ному пределу (из чего, впрочем, отнюдь не следует, что если слагаемые какого-нибудь ряда уменьшаются, то у их суммы обязательно существует предел; но в данном случае это будет так). Однако тут есть одна немаловажная подроб​ность, касающаяся того, как именно наша переменная вероятность приближается к своему пределу. Она-то тебя и путала, когда ты смотрел на дроби. В геометрической прогрес​сии мы просто приближаемся к пределу: что ни шаг, то все ближе. Здесь это дело обстоит не так; вероятность все время колеблется то в одну сторону, то в другую: то она чуть по​больше предела, то чуть поменьше. Вспомни-ка нашу «змей​ку» из Схолии Двенадцатой. Размахи этих колебаний все уменьшаются, и абсолютная величина разности между вычис​ленной вероятностью и ее пределом падает и падает. Если мы число писем будем увеличивать до бесконечности, то предел этот будет равен примерно 0,367879441171442... Это число замечательное, и мы уже встречались с ним (вернее сказать, с его обратной величиной) в Схолии Семнадцатой. Оно имеет отношение и к логарифмам, и к нашим друзьям комплексным человечкам, и к гиперболе, и к цепной линии, и еще к очень-очень многому в математике, оно же находится в большой дружбе с числом ( и даже приходится ему в некотором роде родственником. Если ты разделишь единицу на это число, то {475} получишь не что иное, как знаменитое неперово число, основание натуральных логарифмов.

— Опять эта знаменитость! — воскликнул Илюша. — Но, значит, пределы встречаются не только при вычислении пло​щадей? И как это опять одно за другое цепляется!

— Бывает, бывает! — отвечал Радикс. — По этому же при​мерно поводу мне рассказывали такой любопытный случай. Некий путешественник попал в одном восточном городе на большой базар. Потолкавшись и насмотревшись на изобилие всякой всячины, которая там продавалась, обменивалась и во​ровалась, он остановился в укромном уголке, где столпилась небольшая кучка людей. Когда он протискался поближе, то увидел сухорукого беднягу, державшего у себя на коле​нях шестиугольную деревянную досточку с нарисованными символами, а в руке рожок для игральных костей. Приглядев​шись, он заметил, что поверхность доски была разделена на семь частей: кружок посредине и шесть секторов в разные стороны. Кружок был разрисован, а в шести секторах было изображено: пика, бубна, черва, трефа, якорь и роза. Это была игра. Заключалась она в следующем: шесть человек из при​сутствующих ставили каждый по одной монете на шесть секторов досточки, кому на что нравилось. Костемет брал три игральные кости (на каждой из них были изображены те самые символы, что и на досточке), подбрасывал их, а затем опрокидывал рожок на средний, разрисованный кружок. Ког​да же все ставки были сделаны, он поднимал рожок, и все видели, какие на всех трех костях выпали символы. Как только все это выяснялось, костемет тем игрокам, которые ста​вили на выпавшие символы, отдавал их ставки вдвое. Так что трое выигрывали и получали ставки шестерых и были, разумеется, тем много довольны. А трое других, оста​ваясь в проигрыше, лишались своих ставок. Другими словами, костемет брал у шестерых, а отдавал троим все, что он перед этим получил. Наш путешественник, разглядев сие чудо, поди​вился: какая же корысть косте[image: image33.png]


мету (сидеть на базаре целый день, брать у шестерых и отдавать троим? Однако некий базарный завсег​датай стал с нашим путешественником спорить, замечая, что трудно найти та​кого осла на двух ногах, который стал бы день-деньской сидеть на солнцепеке с единственной целью отдать троим взятое у шестерых, что костемет хоть и безобидный человек, но себе на ку​сок хлеба тоже как-нибудь заработать должен, однако, не будучи жадным до {476} наживы, удовлетворяется малым, и, хотя он нередко ничего не по​лучает, время от времени ему пе​репадают две монеты, а иной раз и четыре, что не так мно​го... Так вот, попробуй рассуди, кто был прав: первый или второй из собеседников? А также выяс​ни, стоило ли людям играть в та​кую игру и во что им обходилось это удовольствие.
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— По-моему, — отвечал Илю​ша,— это не так трудно.

— Конечно, не так уж трудно. Мы с тобой и потрудней задачи разбирали. Я хочу задать тебе еще один престранный вопрос. Я возьму колоду карт, тщательно их перетасую и сдам всю колоду четырем игрокам. Возможно ли, чтобы при этой сдаче каждый из игроков получил одну масть всю целиком, начиная с короля и до двойки и туза.
— Вероятно, возможно, — от​ветил юноша. — Но только мне кажется, что это чрезвычайно редкая вещь.
— Вещь не частая, что и го​ворить, — усмехнулся Радикс. — Но однажды в одном лондонском клубе это все-таки случилось. Иг​роки до того были поражены, что позвали администрацию клуба и составили специальный протокол о таком удивитель​ном случае. Как, по-твоему, правы они были или нет?

[image: image35.png]


— Не знаю, — вымолвил Илюша. — Мне кажется, что они, наверно, обрадовались такой небылице, как радуется всякий, кто найдет редкую вещь, вроде белой вороны.

— Так вот, видишь ли, самое курьезное в этом случае за​ключается в том, что с моей точки зрения, удивляться здесь было совершенно нечему. Мои расчеты, совершенно элемен​тарные, доступные любому человеку, знакомому с дробями, го​ворят, что этот случай нисколько не более вероятен или неве​роятен, чем всякая иная сдача карт. [image: image36.png]



— Как так? — в удивлении спросил мальчик.

— Очень просто. С колодой карт возиться долго, возь-{477}мем случай попроще, но совершенно аналогичный. Я кладу в рожок шесть игральных костей. Подсчитаем, какова вероят​ность того, что при первом бросании выпадут на первой кости единица, на второй двойка, и так далее по порядку до шестой, на которой должна выпасть шестерка. Ясно, что вероятность того, чтобы на первой кости выпала единица, равна одной шестой. Вероятность того, чтобы на второй кости выпала двой​ка, тоже равна одной шестой. Но вероятность того, чтобы одновременно на первой выпала единица, а на второй выпала двойка, будет равна

1/6·1/6 = 1/36. 

Это так называемое умножение вероятностей, то есть произведение соответствующих вероятностей, в справед​ливости чего ты очень легко можешь убедиться, подсчитав со​ответствующие статочности (или шансы). Подобным же обра​зом вся искомая вероятность будет равна:

1/6·1/6·1/6·1/6·1/6·1/6 = 1/66 = 1/46656. 
Действительно, вероятность невелика. Но вот в чем тут дело. Закажи себе еще какую-нибудь — совершенно произвольную — комбинацию очков на шести костях (ну хотя бы, чтобы на каждой кости выпало по пятерке), и ты увидишь, что вероят​ность ее выпадения совершенно такова же. И какую бы ком​бинацию из шести случаев ты ни задумал, вероятность ее по​явления нимало не изменится. Отчего же игроки так удивля​лись столь обыкновенному происхождению? Да просто потому, что ту комбинацию, которую они встретили, легко запомнить и отличить от любой другой. И все! Я думаю, ты согласишься, что не менее удивительно было бы, если бы карты распреде​лились у игроков таким образом:
Первый
Второй
Третий
Четвертый

Все короли

Все девятки

Все валеты

Туз червей
Все десятки
Все дамы

Все восьмерки

Туз треф
Все семерки

Все шестерки

Все пятерки 
Туз бубен
Все четверки

Все тройки

Все двойки
Туз пик

Так вот, поверь мне, что при такой удивительной раздаче ни​кто бы не стал удивляться, звать старосту клуба и сочинять протокол 1.

Илюша не мог не согласиться.

— Мы с тобой разобрали несколько примеров, которые дают представление о задачах теории вероятностей, В наше время эта наука имеет исключительное значение для всех областей естествознания. А поднял ее до высоты подлинной математи​ческой науки великий русский ученый Пафнутий Львович Че​бышев. Ученики Чебышева А. А. Марков и А. М. Ляпунов прославились также трудами в этой области. На каком бы языке ни попалась тебе книга по теории вероятностей, в ней обязательно встретятся эти три славных русских имени. И в наши дни советские математики достигли больших успехов в развитии теории вероятностей. Всему ученому миру извест​ны имена советских ученых А. Н. Колмогорова, Н. В. Смир​нова, Е. Е. Слуцкого и немало еще их талантливых учеников, последователей и сотрудников, которые с превосходными ре​зультатами развивают и продолжают их замечательные труды. Однако, — вдруг поспешно добавил Радикс, — мы заговорились. Надо прибавить шагу, а то опоздаем...

И они пошли дальше через сумрачные залы, библиотеки, лаборатории и еще через ряд каких-то помещений, которые то напоминали цех завода, то внутренность астрономической вышки, то машинное отделение подводной лодки, то какие-то подземные пещеры. Один зал был весь заполнен громадным быстро вертящимся волчком, который, покачиваясь, описывал хитрые петли по полу. В другом качался огромный маятник. В третьем по воздуху ходили широкие радуги, светящиеся кольца и точки. И конца этому не было. Но вот они подошли к огромным воротам, напоминавшим ворота какого-то вели​каньего завода. Радикс положил лапку на уста свои и еле слышно произнес:

— Тссс!..

Затем он чуть-чуть приоткрыл створку этих огромнейших ворот, и Илюша получил возможность заглянуть туда — за ворота. Но там творилось что-то до такой степени ослепитель​ное, быстрое и трудно уловимое, что Илюша даже весь похоло​дел. Огромнейшие сверкающие спирали крутились там, то вспыхивая, словно громадные звезды (в сотни раз ярче солн​ца!), то угасая, оглушительно произнося какие-то непостижи-{479}мые слова, творя на лету какие-то дивные организмы, напоми​навшие не то колоссальных драконов, не то оживших древних идолов, то рассыпаясь миллионами огоньков, то вновь соби​раясь в целые моря трепещущего и невыносимого сияния...

— Что это такое? — в ужасе спросил мальчик.

А Радикс еле слышно шепнул ему:

— Это кормчие будущего мира, это — кибернетосы...

Наконец они остановились перед громадными дверями, ко​торые были плотно закрыты, и на часах перед ними стояли крошечные карлики с длиннейшими пиками. Один из карликов важно приподнял свою пику и провозгласил:

— Пришельцы, ведом ли вам Знак Величия?

Радикс почтительно ответил:

— Известен в точности, о Карло Пиконосный!

Пиконосец медленно отступил в сторону и опустил пику.

Карлики сейчас же расступились, а громадные двери мед​ленно растворились. Радикс мигнул Илюше, и они вошли в огромный зал, дальний конец которого был очень ярко освещен.

— Послушай,— сказал шепотом Илюша своему спутни​ку, — этот Карло Пиконосный спрашивал про тот перламутро​вый чертеж?

Радикс молча кивнул в ответ.

— А что это было такое? Какие-то прямые, кружок?

— Прямые, — ответил ему на ухо Радикс, — это ЕГО при​дворные дамы Касательные, а кружок — это ЕГО мажордом Циклмейстер, он облечен великим доверием и изволит изме​рять ЕГО кривизну.

Илюша хотел было спросить: «Кого его?», но не решился и промолчал.

Они довольно долго шагали по мягким коврам и наконец подошли к возвышению, на котором стоял длинный стол, а за ним сидело много народу, самого странного и необычайного, однако кое с кем из присутствующих Илюша был уже знаком.

Мальчик увидал раньше всех Уникурсала Уникурсалыча, который старательно и поспешно чинил длиннейший каран​даш. В кресле слева сидела тетушка Розамунда, а ее язычок вился в воздухе с присущей ему замысловатостью. Справа вы​глядывал Односторонний Бушмейстер. Над столом висели зна​менитые часы тетушки Розамунды, которые шли то в одну, то в другую сторону. Немного в стороне сидели Совершенные Древние Красавицы, а над столом покачивалась какая-то раз​ноцветная бахрома, которую Илюша видел, кажется, на платье Великой Теоремы. Мнимий Радиксович и масса его родствен​ников тоже были здесь. Около них сидели три Мушкетера и попивали вино из девяти бутылей, а рядом сидел старец в пар-{480} човом халате и держал Зерцало Четырех Стихий. Около стоя​ла волшебная бутылка плененного Джинна, а рядом сидел сонный и сердитый Салуникур Салуникурыч. Тут же стояло знаменитое колесо с самовращающимся числом. Вдали пока-{481}чивались тени слонов и осликов, а внизу у стола расположи​лось множество карликов из прогрессий. На полу была боль​шая куча [image: image37.png]


песку, а рядом с ней задумчивый философ, который пытался ее пересчитать по одной песчинке. Он весь был обмо​тан лентой с пропастью нулей. Тут же, разумеется, были Кони​кос и Асимптотос, а сзади стоял их превосходный сыр и кор​зина с разными геометрическими плодами. От всего этого уви​денного у Илюши в глазах зарябило. Он опустил глаза и тут же заметил, что идет по коврику, где выткан необыкновенно сложный лабиринт, в центре которого сияет лилия, напомина​ющая своей формой нижнюю половину псевдосферы.

— Когда они подошли ближе, за столом возникло множест​во Великих Змиев, которые медленно покачивались, на своих хвостах. Илюша глянул на них не без страха, однако Мнимий дружески подмигнул ему, а кругом на стенах вдруг ярко вспыхнули Златоиссечеиные Звезды, стало сразу светлее.

— Подойдите! — глухо произнес один из Великих Змиев. Радикс и Илюша приблизились к столу. Все участники этого удивительного заседания забыли о своих занятиях и на​чали смотреть на наших друзей до того внимательно, что Илюша вдруг подумал, что если его внезапно спросят: «Сколь​ко будет пятью пять?», так он нипочем не ответит. Он расте​рянно посмотрел в сторону, но быстро отвернулся, ибо сбоку на парте торчало унылое чучело Фиолета Чернилыча Зазубрил​кина, около которого деловито сновал большой паук и плел свою многоугольную паутину, а сзади стояла большая доска, на которой было написано мелом изречение римлянина Цице​рона: «Errare humanum est», что означает: «Человеку свой​ственно ошибаться».

— Радикс! — произнес снова Великий Змий. — Ты привел сюда человечье дитя?

— Я,— тихо ответил Радикс.— Такова моя обязанность с давних пор. Я веду их, и некоторые идут сразу, а другие упираются. Но этот мальчик не упирался. Я провел его через Великие Испытания, но он не испугался, а я немножко помо​гал ему, но и это тоже моя обязанность. И я рад этому, потому что он не отвергал моей помощи и не пренебрегал ею, а ста​рался. Он летал по касательной и блуждал по лабиринтам, пил чудный напиток из Кеплерова фонтана и вкушал конические сыры.

— Хорошо, — отвечал Совершенный Змий, отец змиев. — Мы видели это и знаем это. Я спрошу теперь моих братьев: достойно ли это человеческое дитя нашего высокого и вели​кого привета?

Вдруг откуда-то вылетел Ворон, громко захлопал крылья​ми, сел на краешек стола и провозгласил: {482}
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— Ты сам пришел в нашу волшебную Страну Сказки,— ну и получай наш подарок!

Илюша глядел во все глаза на Ворона, но тут что-то заиг​рало и заблистало ярким светом, и он увидел, как перед ним постепенно возник сияющий всеми красками радуги удивитель​ный чертеж.

Все замолкло в почтительном молчании. А затем все хором тихо сказали:

Мы — Числа, Суммы, Дуги.

Нас очень-очень много.

Мы все друзья и слуги

ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА!
А Радикс наклонился немного к Илюше и сказал:

— Ради тебя появился сам ВОЛШЕБНЫЙ ДВУРОГ. За​помни его уравнение:

                                                                                               ______

y = (a2 — x2)/(2a((a2 — x2. {483}

Это он сам!
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Затем все карлики из прогрессии встали рядами и запели хором:

Затрубили трубачи,

Барабанщики забили,

Заскрипели скрипачи,

И волынщики завыли!

Бей! Звони в колокола!

Гряньте, медные тарелки!

Тру-ту-ту и тра-ля-ля!

Дудки, флейты и сопелки!
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И рядом завертелись карусели, поплыли кругом коньки и лодки, запели гармони, и ловкие парнишки пошли раскачи​вать качели под самые облака. А карлики все пели:

Станут ночи светлым днем,

Золотые, голубые,

Будут сыпаться дождем

С неба звезды огневые! {484}
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И стало еще светлей, и еще больше всякого потешного огня рассыпалось повсюду. А карлики пели:

Эй, врали, весельчаки,

Шутники и скоморохи,

Болтуны и чудаки,

Собирающие крохи

Всяких милых пустяков,

Сказок, басен и стихов!

Немедленно вперед выскочил Уникурсал Уникурсалыч, Кандидат Тупиковых Наук, и раскланялся, прижимая руки к груди. Все захохотали, потому что всем было известно, что он был Первый Враль Волшебного Мира. А сбоку показался Кот в Сапогах; подмигнул Илюше и вытащил из своей охот​ничьей сумки малюсенького льва.

И тут так грохнуло, что Илюша даже подпрыгнул. В это время дивный чертеж ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА блеснул Илюше прямо в глаза, так что он должен был зажмуриться, а Великий Змий наклонился и сказал ему укоризненно и на​стойчиво:

— Илюша!.. Илюша!..

Илюша хотел было спросить, почему чертеж так светит, что прямо смотреть невозможно, но язык у него почему-то не хотел слушаться... Он открыл глаза — и снова перед ним что-то мелькнуло яркое и ослепительное. А кто-то опять сказал очень серьезно:

— Илюша!..

Снова что-то сверкнуло. {484}

Наконец Илюша сделал над собой почти невероятное уси​лие и открыл глаза... Затем он вытаращил их и старательно протер. Много уже он видел удивительных вещей, но это зре​лище было до того поразительно и неожиданно, что он совсем растерялся.

Перед ним стояла мама в своей голубой кофточке, а яркие лучи только что поднявшегося солнца падали на стол.

— Илюша! — сказала мама. — Ну что это такое? Ты так, значит, всю ночь и просидел здесь за столом? И заснул над своим задачником!.. Ну, иди умывайся! Ведь уже восьмой час. Тебе скоро в школу идти.
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Эпилог

Когда эта книжка была написана, автор сидел и раздумы​вал, какую бы сейчас поставить пластинку — Моцарта или Прокофьева?.. Он считал, что потрудился как следует для своих юных читателей, а теперь может немного и отдохнуть.

Но в эту минуту дверь в комнату отворилась настежь, ду​нул сквозняк — и все его бумажки поднялись в воздух с яв​ным намерением улететь в окно. Вскочив, автор кое-как усми​рил их и немедленно сообразил, что это явилась Васька, потому что когда появляется Васька (это дочка автора, и зовут ее Ва​силисой), то обязательно поднимается страшный сквозняк и все летит куда попало.

— Папа,— сказала, запыхавшись, Васька,— я все прочла!

— Приятно слышать, — отвечал автор. — Теперь остается только выяснить, что именно ты прочла, и тогда все будет в порядке.

— Как — что? — сказала Васька, сделав совершенно круг​лые глаза. — Я прочла твоего «ВОЛШЕБНОГО ДВУРОГА»!

— Это похвально, — отвечал скромный автор.

— Ты мне скажи: действительно есть такой аппарат — куммерскоп?

— Нет, аппарата такого, нет. Есть работа математика Кум​мера о Великой Теореме Фермá.

— А скажи, пожалуйста: верно, что эта кривая, то есть двурог, такая уж знаменитая в математическом мире?

— О нет! — отвечал автор. — Кривая эта простая, четвер​того порядка. Она в книжке просто приведена для сказки, что​бы тебе не скучно и не так трудно было. Вот и все. {487}

— А треугольник, который меряет кривизну, есть?

— Треугольника тоже нет. Но есть ряд приемов в высшей математике, которые в общей сложности действуют так, как этот волшебный треугольник.

— Значит, тогда я все поняла. В общем, довольно инте​ресно, только иногда немножко трудно. Ты очень уж кратко рассказываешь, как все происходит с интегралами и вероятно​стями, что за число, которое приходится родственником числу «пи». А как узнать про пояс самых частых землетрясений? И почему язык тетушки Дразнилки звали «геликоидой»? И во​обще все!

— Ну что ж, — отвечал автор, усаживаясь поглубже в кресло, — это все можно рассказать. Только, видишь ли, Ва​сенька, мне сейчас недосуг. Но у меня есть знакомые, очень милые люди, ты можешь к ним отправиться, и они тебе все это расскажут так хорошо и так интересно, что лучше и быть не может. И ты узнаешь массу любопытнейших вещей. Не только насчет геликоиды, интегралов и вероятностей, а ты узнаешь еще про целые семейства кривых, про градиент, про то, какие вихри бушуют в математических полях. Тебе расскажут, как умножать одну алгебру на другую, про трансверсали, индика​трисы и подеры, скобки Кристофеля и тензоры, интегральные уравнения, бернуллиевы числа, про лист, который вырастил Ренат Картезий, про жука, которого зовут «березовый слоник» и который умеет строить эволюту листа березы, и еще про бра​хистохрону, обезьянье седло, улитку, матрицы и миноры, тела и идеалы, и много других интересных вещей, в том числе про одну удивительную кривую, которая способна облазить все точки данного квадрата (а точек-то на нем, оказывается, как раз столько, сколько их есть на любой гипотенузе), и как, кстати сказать, эти точки пересчитать, и зачем нужен матема​тикам страшный знак чернокнижников — древнееврейская буква Алеф... А еще про то, как при помощи самых крохот​ных кирпичиков разобрать, где ты находишься — на плоскости или в шестимерном пространстве, — или еще про одну, совсем уж невероятную на первый взгляд геометрию, в которой раз​решается вращать одну сторону угла вокруг его вершины, однако нельзя ее повернуть так, чтобы обе стороны стали про​должением друг друга (в силу чего в геометрии этой справед​лива теорема, утверждающая, что обыкновенная прямая может быть перпендикулярна сама к себе!), ну и еще про всякие лю​бопытные вещи, вроде трехлепестковой розы, задачи Дидоны, четырехлепестковой розы, локона Марии Аньези...

— Что это за локон?— спросила Васька с разгоревшимися глазами. — А мне можно будет пойти к этим твоим знако​вым? {488}
— Ну конечно! — отвечал автор. — Они только того и до​жидаются, чтобы ты к ним пришла! Поезжай на Ленинские горы, там увидишь огромное здание. Войди туда и поищи ком​нату с надписью «Приемная комиссия». На листке бумаги напиши: «Прошу принять меня на первый курс механико-ма​тематического факультета...» А когда сдашь приемные экза​мены и поступишь на первый курс, то... не заметишь, как пройдут пять лет, и ты все это будешь знать назубок!

— То есть в университет?

— Вот именно! Ты там будешь не одна, ибо многие наши старательные читатели пойдут учиться в университеты и дру​гие высшие учебные заведения — кто в Москве, а кто и в дру​гих городах, потому что на необъятных просторах нашей Ро​дины есть теперь немало высших учебных заведений, куда стремится попасть наша жадная до знаний молодежь, чтобы в будущем быть полезными гражданами коммунистического общества.
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1 Кто хочет познакомиться с этой теоремой поближе, пусть возьмет книгу Р. Куранта и Г. Роббинса «Что такое математика». М., Гостехиздат, 1947, и разберется во введении к гл. III, в § 4 гл. II, в § 3 гл. V.


1 Этой симпатичной моделью мы обязаны В. А. Ефремовичу, в силу чего Радикс, Мнимий, Илюша и даже сам автор этой правдивой книжечки низко ему кланяются и покорнейше благодарят!


1 Читатель наш может найти очень много интересного в книге У. У. Сойера «Прелюдия к математике» (М., «Просвещение», 1965). Это рассказ о некоторых любопытных и удивительных областях мате�матики с предварительным анализом математического склада ума и целей математики. Особенно интересны главы VIII и IX (*).


2 Подробней об арабской алгебре можно узнать в книге А. П. Юшке�вича «История математики в средние века». М., Физматгиз, 1961, гл. III, «Математика в странах ислама».


1 А чертеж сам сделай! Да смотри не ленись!


1 См. АЛ-II, XVI, 2; там показаны два невсиса, Архимеда и Немо�рария. В книге Н. Ф. Четверухина «Геометрические построения и приближения», М., 1935, есть рассказ о геометрических приближениях трисекции угла при помощи «улитки Паскаля» (это не Блез Паскаль, а его отец, Этьен).


1 По этому вопросу см. книгу «Математика, ее содержание, методы и значение». М., АН СССР, 1956, т. I, статья Б. Н. Делоне «Алгебра», стр. 257—261.


1 Многое может пояснить книжка М. М. Постникова «Теория Галуа» (*) (М., Физматгиз, 1963), однако она требует внимательного чтения. Кроме того, уже упомянутая книжка У. У. Сойера (послед�ние главы, особенно гл. XIV) многое расскажет нашему читателю о замечательных достоинствах теории Эвариста Галуа. Некоторые исто�рики науки полагают, что эта теория открыла новую эпоху в мате�матике.


В маленькой полезной книжке И. Я. Бакельмана «Инверсия» (М., «Наука», 1960, Серия «Популярные лекции по Математике», вып. 4) читатель найдет теорему Птолемея (о которой у нас говорится на стр. 445), а также и краткие указания о теореме Галуа (см. стр. 52—54, 65 и далее). О решении кубического уравнения можно узнать из книги Г. М. Шапиро «Высшая алгебра» (М., Учпедгиз, 1938, изд. IV), гл. V, § 2; о симметрических функциях — гл. IV, стр. 123 и 145. Теорема Галуа упоминается в гл. VIII, § 4, стр. 311. Кроме того, мы настоятель�но советуем нашему многоуважаемому читателю раздобыть себе пре�красную книгу Г. С. Кокстера «Введение в геометрию» (М., «На�ука», 1966), где он найдет целый ряд интереснейших вещей, изложен�ных мастерски и с большим остроумием. А если кому-нибудь взду�мается еще кое-что серьезное узнать о великих подвигах комплексных чисел, то можно посоветовать прочитать статью А. П. Юшкевича об определенном интеграле Коши (см. сборник «Труды института истории естествознания», М., АН СССР, 1947, т. I, стр. 373 и да�лее).


1 Очень много интересного по таким вопросам читатель может найти в книге В. Феллера «Введение в теорию вероятностей и ее прило�жения». М., «Мир», 1964, второе русское издание; в особенности гл. III (*).
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